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一. 普通教育の 程度を 越えて、 初等 數學を 修むる 人の 參考 !: 

ナ ， 

|一 適 ゼる 書籍の、 本邦 出版界 (■: 殆ど 絕無 なる は、 著者の 私 (: 

十 憾 とする 所な り。 然れ ども 初. 等 數學の 範圍は 廣大 (: して、 

r 

一 其 分科は. 繁多な り。 今 其 全般を 通 ヒ、 細目 {: 入りて、 普く 此 

{缺陷 % 塡充 ぜんこと、 短日月を 以て 成さるべき 事業に 非 

一. - . 

一ず il £ 小册 子は 主として 材料を 算術の 範圍內 より •採り、 其 
一最 重要なる 問題 ^ 選み、 數學 最新の 發達 (: よりて 占め 得 
一 |た る 立脚 點 より 之を 觀 察して、 成るべく 簡明なる 解釋を 
I 試む。 


普 ^ £ 敎育に 於け る 算術の 論ずる 所 U 一見 甚卑 近なる が 
如しと 雖も、 若し 深く 問題の 裉祗に 穿 入 ゼん とするとき 
は必し i 妒 4 ら .ず 夫 、— 敎 _ U 其 敎ふる 所 ) 學科一 つ さて 
含蓄め る 知識を 要 t 算術 敎師が 算術の 知識を 求む る範 
圍其敎 j る兒 童の 敎科用 書と 同一 程度の 者に 限らる、 
こと、 極めて 危殆な り. と 謂 ふべ し# 實なる 知識の 缺乏な 
補 2 敎授 法の 經驗を 以て ゼん とす るは、 「無 さ 袖 t % 振 * r / 
ん」 と t るな り、 是 を 以て 此 書は 廣く 算術の 敎授に 從事す 
る敎師 諸氏の 中に 其讀 者を 求めん と 欲す = 

叉數學 を 專攻 ゼん とする 學生に めり て も， 目 下の狀 屬 こ 
於て は 其 算術の 知識は 幼時 普通教育に ょりて 得れる 所 


I に 限られ、 漸く 進ん て 稍.、 高等なる 數學諸 分科の 修業に 入 
るに 當りて L 、 數學の 根源'」 關ゼる 問題を 囘 顧して' 精密 
に 之％ 復習す るの 遑なき が 如し。 斯の 如くな“ ば、 其 知識 
I は 堅牢なる 地盤を 缺くが 故に、 學ぶ所 愈’. 進む に 隨ひ 、知る 
| 所 愈.. 不確實 となる， 是蹇に 憂 ふべ し、 偶'. 此缺點 を 覺 りて， R 
ら 之％ 補充 ぜんとす る者ゐ りと も、 恰當な る參考 書の 缺 
如せ るが 爲に 感ず. る 不便 決して 少小な らず 。抑， 算術は 汎 
く數に 關する 根本的の 觀念を 論ず' 是故に 其 範圍 意外に 
廣大に して、 若し 汎く諸 分科の 専門的 書籍を 涉獵し て 其 
知識％ 拾集 ゼんと 欲ゼば 、少 とも 整數 論、 代 數學及 西數論 
の 一 班％ 窺は ざるべ からず" 此書は 斯の 如き 摸索の 勞を 


4 


緒 


言 


節ゼ L めんが 爲に、 最 重要なる 問題％ 集結して、 之に 最近 
接し 易き 解 說を與 へん こと％ 期す。 

章 七十 五節より 成れる 此書の 內容は 、自ら 分れて 二 
する 甘 ご 2= j 牛は 舞 一章より 第 七 章に 至り、 專ら ぎ 理 
論ず これ 比較的 最 よく 世に 知られた る 事實に 關せ 
故に、 敍述の 方法は 成るべく 新奇なる を 選み、 以て 多 
讀 者の 熟知せ る 所の 者を 徒に 反復す るを 避け，) と 
し 同一の 事實を 多樣の 見地より 觀察す るは、 卽其知 
確實な らしむ る 所以な 叹第 0 章 及第 六 章に 於て、 整 
に 關する 事項の 爲に 、比較的 多大の 頁 敷を 割けろ こ 
權衡を 失する の觀な きに しもめ らず と雖、 量 一 i 最 


部と 

數を 

るが 

數の 
す。 蓋 
を 
數論 

と、 稍， 


緖 


少く 普通に 知られ f : る 所に 最多 くの 力を 致さん とする 
| 趣旨 [: 出で、 又 一 U 數な觀 察する (: ■當 り、 其 大小 [: 關ぜる 
: 側面 1: 偏して、 數の 個性 (アリ スメ チカ ル、 キヤ ラ クタ ー )な 
藐視 する こと、 決して 數の 知識を 精確なら しむる 所以 [: 

I めらざる % 信、 ぜる に 由れ り。 

I 第 八 章 以下は 袖 象 的の 量と して 數を論 ず。 其 目的、 數とは 
I 何 ぞ 、量を 計る とは 何の 謂ぞ 、との 卑近なる 問題を 解 釋す 
I るに め 叹數の 觀念を _ 明して、 數學に 牢然 動す ベから ざ 
一る 基礎を 與へれ る こと、 實に 十九 世紀に 於け る 數學 進步 
I の 異彩に して 又 其 根源な り斯の 如き 高等 數學の 進步は 
一決して 初等 數學に 影響す る 所な くして E むべ からず。 高 


一等 數學の 論ずる 所は 槪 L て 通俗の 說明に 適せず と雖 、凡 
|| そ 極めて 根本的なる 問題は、 之を 解決す る こと 非常に 阐 
一 雛なる と共に、 之を 理會す る ことは、 却て 意外に 容易 Z り 
緖； 無理数の 定義 も亦此 種の 問題に 屬ぜ り. 器械 的に 详式を 
:把玩 する を 以て 數學の 能事 畢れ りと する 者、 固ょ リ斯の 
一如き 問題に 關涉め るべ からず。 然れ ども 一般の 健全なる 
:| 理解力 及 成熟ゼ る判斷 力を 以て 之に 臨む ときは、 切 J 9 
| 要點％ 攫 取す ろ こ-と 決 L て 難から ず。 

一 第 八 章に 於て 特に 量の 性質を 詳說ゼ るは、 量と 數との 關 
一 係％ 明に して、 以て 常識と 舉 問と％ 連結 ゼん と欲ゼ るな 
.1 り。 而 L て 特に 重を ユーク リッ ドの 比例 論に 置 t るは、 管 








ぃ 給 r fr .'. 皆 f : !:: £' 齡默 Em 




緖 一 


( : 其 重要なる が 爲の み i : ぁらず 
邦の 普通 敎育 ( : 於て 今 尙忠實 [ : 
も 由れ り、、 卽ち 一方. に 於て はユ！ 
{: すると共 (: 、一方 (: 於て之 (: 資 
瞭な ら^ — ^ めんと せるな り 第 十 章 
るが 如しと 雖、 一 f : び この 最高の 
き は、 第 九 章 (: 說き r : る 無理 數 に 
も 又 第 十一 章に 論ぜ 6 幕 及對數 
脾の 中 1: 收め て、 歷々 之を 掌 ！: 指 
斯の 如き 登臨を 阻む こと 東遒の 
力らん か。 


して、 此ク 
反復 ぜら 

ク リツ’ ド 

りて 無理 
の 所說 稍. 
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定理 

% 一 


全 T ? 


ひ 難 


" I 所載の 事項 興 性質 上 一々 出典を 擧げ 難し. 就中 其 重要な 
I る％ 選み 附錄 として 卷末に 添 ふ、 固ょり 遺漏な き％ 保 ぜ 

1 一ず。 

- 

緒 || 此書 取材の 範圍狹 小に して. 記す る 所 多くは 斷片な り。 i 

i . 日時 間の 餘裕を 得て、 一 初等 數學の 全般に 涉り 再び 讀者に 
I 見 ^ るの 機め らんこと ^ 期す。 
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.明治 三十 七 年 六月 東京 (: 於て 著 者識 
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第一.. 盒 自然数の 起源 

■1 一、 ' ’， 一 .， *. . J ^ . r 」 ■. « 

•〆 . ' . . : ■; . V. % ••ノ fi • 

法の 意義 〇力少 デナ ル 數 、物の 數は數 ふる 順序に 關係 なし •自然 數 

(二 

物を 數 ふること > 物に 順序を 賦 する こと 卽ち 番號を 附 くる こと、 ^ の此 二つ 
の 作用には 密接なる 關係 ぁり" 一つ 二つ 三つと 數 へて 物の 數の 三なる ことを 
知る 其徑 行を 分析 すれば、 先づ 甲を 認めて 第 I の 物と なし、 次に 乙を 認めて 甲 
と 異なる 第二の 物、 丙を 甲と も 又 乙と も 異なる 第三の 物と なし、 さて 此 第三に 
至て 數へん とする 物を 盡 したれば、 卽ち 其數の 三なる を 知るな 9 、さ I 文物を 



源 起の 數然自 


數 ふるに 當 て、 人 必ず 此 等の 物に 順序を 附け ざるを 得ず 0 
吾人の 物 1 ふるや、 一々 心 Q 裡に斯 Qf 讓 なる 作用を 反復す るまで も 
デく 一見し 一直ち に 其 數の 三たり 又は 五た るを 知 り得 ベ きこと 固ょり 是あ 
9 こは 三 個 五 個等少 數の 物に ありて は、 之を 數ふる 作用は 吾人の 屢 々反復せ 
る 一^にして 三 個の 物、 五 個の 物の 與 ふる 全 體の 印象は、 吾人の 記憶に 銘 せら 
れ 、此 記憶に 扶 けられて 吾人は 殆ど 我心に 數 ふる 作用を なすを 知覺 せず して 
直ちに 其數を 知る ことを 得るな り。 此 故に 少数の 物と 雖も其 物の 排列、 動靜等 
が 其數を 知る の 難易に 關係 する こと 甚だ 多し。 正しく 列び て靜 止せる ときは 
十 個 以下の 物の 數を 一目して 知る こと 難から ざるべ けれども、 此 等の 物が # 
動せ ると き、 又は 不規則に 排列せられ たる 時は、 必 しも 然らず 。要するに 人、 ^ 
の 數を數 へたる ときは 同時に 此等の 物に 或る 順序を 附 けたのと 云 ふこと を 得 0 」 
甲乙丙 等の 物 あるとき 之を 數 へんと する に當 ては、 吾人は 甲は 一 ® の 物な 9 
と認 むる こと、 及 甲は 乙と 異なり 丙と 異なりと 認 むる 外、. 甲を 他の物と 區别す 


卜 一べき 凡ての 特徴を 袖き 去りて 顧みず。 机、 人、 數學は 三 個の 物なる は ' 個の ^ 、 
|| 又 一個の 物、 又 一個の 物が 三 個の 物な と 云 ふに 異ならず。 指を 折りて 數 ふる 
一 は數 へんと する 物の 特徵を 抽出し 去るな り。 拇指は 机を 代表し、 示 指は 人を、 
物 || 中指は 數學を 代表す。 机 も 人 も 數學も 同じく 一個の 指に て 代表せられ たり •、人 
の 一 若し 指の it 表せる は 何物な りし かを 忘却した 9 とも、 拇指は 飴め に認ぁ られ 
Mil たる 一個の 物を 代表し、 示 指は 次に 認められ たる 一個の 物、 中指は 最後 i : 認め 
物 一ら れ たる 一個の 物を 代表す る ことを 知るべく、 而 して 其 物の 數は卽 ち 三 個な 
の | 一り しこと を 知る ことを 5^。 

順 一個々々 の 物を 順次 一個々々 S にて 代表し、 最後の 物を 代表せ る 指を 見て 
序 數を 知る、 物を 數 ふることの 原理は 此 處に盡 きた 9。 

|| 吾人 分 數ふべ き 物の 數には 限りなし。 限りなき 物を 代表せ ん爲 には 又 限りな 
き 物を 要す® 此 限りなき 物を 代表せ んが爲 に、 人の 作り出せ るを 數 (順序 數) と 
3 なす。 數は 人の 理性を 離れて 先天的の 實 在を 有する ものに 非ず。 數の眞 相を 知 
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らんと 欲せば 其 起原に 遡らざる ベから ず。 

、 (二) 

順序數 の觀念 は 凡て 人の 共有す る 所、 明白に して 動かすべからざる ものな 9 
と雖 、吾人は 數學に 於て 思想の 精確に 重を 置く が 故に、 特に 炙の 條 mi を 列 皋し 
て 之を 順序 數の 原則と なさん とす。 玆に 所謂、 數とは 順序 數を 指せるな り。 

第一、 數には 先 後の 順序 あ 9。 二つ の 相 異なる 數 (甲、 乙) の 中 唯一 P (例へ ば 
.甲) は 他の 一つ (乙) に 先 だつ。 

.先 後と いへ る 語の 意義は 次に 揭 ぐる 二 個の 規定に 遵ふを 要す、 (一) 甲が 乙に 
先 だ > ば 乙は 甲に 先 だ ゝず、 (二) 甲は 乙に 先 だち、 乙は 丙に 先 だぅ ば 甲は 又 
丙に 先 だつ、 甲が 乙に 先 だつ とい ふ も、 又は 乙は 甲の 後に あ 9 又は 甲に 次ぐ 
とい ふ も 同一の 事實を 表は せ， 9。 是故に 甲は 乙の 後に あり、 乙は 又 丙の 後に 
あら ば、 甲は 丙の 後に あり 〇 

第二、 如何なる 順序 數に も、 必ず 直ちに 之に 次ぐ 順序 數 あり。 
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乙-が 直ちに 甲に 次ぐ とは、 一甲の 後 乙の 先なる 第三の 數 存在せ ざるを 謂 ふ" 
第三、 甲 若し 乙に 先 だ、 ば、 甲より 直ちに 甲に 次ぐ 數に 移り、 此數 より 又 直に 
之に 次ぐ 數に 移り、 次第に 斯の 如くな U 行きて 竟に 乙に 到達す る ことを 得。」 
第 四、 順序 數 には 最初の 者 あ 9。 

最初とは 之に 先 だつ 者な きの 謂な り。 

此四 個條は 順序 數の 原則な り。 順序 敷の 性質は 凡て 此四個 條の 原則の 論理 上 
必至の 結果に 外なら ず。 

第 四條に 所謂 最初の 數を 1 と 名 づけ、 道ち に 1 に 次ぐ 數を 2 、直ちに 2 に 次 
ぐを 3 と名づ く。 斯の 如くに して 如何なる 數に 及ぶ とも、 第二 條 4 定 むる 所 {: 

I よりて、 其數に 次ぐ 數必ず あるべき により、 あらゆる 順序 數に 一つ一つ 命名せ 
I ん ことは 語の 數に 限り .あるべき 吾人の 語彙の 能くすべき 所に あらず。 吾人の 
| 語彙の 與 ふる 最大の 數は億 か、 兆 か、 億、 兆は 數の 終極に あらず、 億、 兆を 超 
| ぇざる は 數の 極小の 一部分た るに 過ぎざる にあらず や。 然れ ども 凡ての 數に 
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命名すべき 必要は 何處 にか 在る。 億、 兆 以上の 數を用 ゆべき 實際 上の 必要に 遭 
遇する ことな かるへ きを 外にす る も、 吾人の 有する 凡ての 觀念 か ^ ず^ ^ } も 一 
一 其 名を 有すべき 必要は 何處 にか ある。 或數に 名な きは 其數な きに あらざる 
なり。 * 
如何なる 數をも ある 符號 にて 書き表は すべき 工夫は 甚だ 容易な. 9。 最初の 数 
は* 其 次は： 其 次は •：斯 の 如く 何處 まで も 同じ 符號を 反復し 行か ば 晋人 
の考へ 得る 数に して 斯樣 の符號 にて 表は し 得ざる もの ある ことなし。 然れど 
も斯の 如き 記數 法の 實 用に 供し 難き は 言 ふまで もな し。 

命數 法、 記数法は 理論 上の 問題に 非ず して 實用 上の 問題な り。 成るべく 少数の 
語 叉は 符號 を、 成るべく 便利なる 方法に ょりて 組み合は せ、 而 して 成るべく 多 
くの 數を 命名し、 書き表は さんと する を 主眼と せる 此 問題に、 古今東西の 民族 
の與 へたる 袷 ど 一致せ る解釋 は、 卽ち 所謂 十進法な り。 然れ ども 十進法の 說明 
は、 數の 加減 乘除を 說きた る 上なら では 理論 上な し 得べ からざる ことに 屬す。 
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物 
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數 
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物を 數ふ るに當 ては、 此 等の 物の 各を 一個の 物な 9 と認 むる こと、 及此 一個の 
物は 其 他の物とは 異なる 一個の 物な りと 認む るの 外" 此物を 他の物と 區 別す 
べき 凡ての 特徵を 度 外に 置くべき ことは 旣に 言へ り。 さて 今數 へんと する 物 
の 中、 最初に 一個の 物と 認めた る ものに 配す るに 1 なる 順序 数を 以てし' 次に 
此 物とは 里 (なる 一個の 物な 9 と 吾人 ® 認めた る ものに 配す るに 2 を 以てし、 
順次 斯の 如く •一つ一つの 物と 一つ一つの 順序 數 とを 取り合は せ (對 照し、 配合 
し) 行く に、 順序 數の 引き 續き は究 まる 所な きが 故に、 如何なる 場合 {: 於ても 
斯の 如き 對 照の 爲し 得ざる こと ぁるべ からず。 斯くて 今數 へんと する 物の 盡_ 
くるに 至て 止む ときは、 最後の 物に 取 9 合は された るは 或る 一つの 順序 數に 
して、 此 順序數 は卽 ち今數 へたる 物の 數を定 むべき ものな り。 

若干の 物の 與 へられた ると き、 右に 述べた る手續 きに ょ 9 て 之を 數 ふるとき 
は、 此 等の 物の 間に 定まりた る 順序を 生じ、 此手續 きの 終局に 於て 或る 定幸 9 
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たる 順序 數に 到達す。 

然れ ども 個々 の 物と. 個々 の數 とを 對照 する に 當 りて、 此 等の 物の 中 何れが 
に 配せられ、 又 何れが 2 に 配 せらるべき やは、 卽ち 物を 數 ふる 順序は、 全く 數 
ふる 人の 隨意な るべき にょり、 此手續 きは 一定 不動の ものに 非ず。 数 ふべき 犄 
は 定まれり と雖 、數 ふるとい ふ手續 きの 爲に此 等の 物の 中に 生じ 來る 順序は 
樣々 に 變り 得べ し。 唯 此手續 きに 於て 一定 不動なる は 最後に 到達すべき 順序 
數な り 。例へは ^ 、 K 、 o なる 物を 數 へんと するとき 4 ガ、 <7 に 順次 ！、 2、 co の 
配 せらる >こともぁるべし、又 ^ 0 、 ^1 に順次1、2、3の配せらる>こともぁ 
るべ し 0 


IX 




3 




-4 J5 C B c yi 
然れども2とぃひ气0とぃひ數ふる人の眼には各唯一個の物として映ずる 

に 止まる が 故に 上の 配合は 畢竟 


個の 物 


2 

個の 物 


3 

個の 物. 


一個の 物 


2 

傾の 物 


3 

個の 锪 
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數 ノレナ デルカ 及 數序順 


の 如く 書き表は す ことを 得べ く、# く 書き改められ /: る 上は、 此二樣 の數へ 方 
を區 別す る 所以の 者は 全く 消失せ るを 認むべ し。 

物を 數へて 最後に 到達すべき 順序 數は數 ふる 順序に 關係な く 一定 不動の もの 
なる が 故に" 此 順序 數を以 .て 此物 の數を 表示す る ことを 得。 物の數 を 表は すの 
意義に 於て 數を カル f ナル 數とい ふ。 

カル f ナル 數は 全く 順序 數と同 一の 條件 によ、 9 て 定めら るべき ものな 9。 若 
し 言語の 明白を 欲せば、 先に 揭げ たる 條 件の 中 先 後の 語に 代 ふるに 大小の 語 
を 以てすべ し。 

物の 數の 多少は 之を 表示すべき 順序 數の先 後に よりて 知るべく、 カル ザ ナル 
數の 大小は 之に 相當 せる 順序 數の先 後に よりて 定むべ し。 

個々 © 順序 數を 個々 © 物 1 と 見做 t ときは、 顺序數 の數を 數ふる ことを ^ 。 1 よ 
り 抑に 至る すべての 順序 数の 數は卽 ちれな り。 

同じく 是數 なり、 順序を 表は すと きは 之を 順序 數と いひ、 物の 多少を 表は す 


o 


四 


則 


算 


法 


ときは 之を ヵル f ' ナル^^と レ ふ 此の 一品 1 を ^ 外 に 置きて 1、 2 3 •を 自 

然數 (又は 整數) とい ふ。 クロネ ッヵー 日く •整 數をば 造物主 作 9 給 ひぬ、 其 他は 
人の 業な りと。 自然 數の語 宴に 恰當 なりと いふべ し。 • 

第二 章 四 則 算法 

加法、 加法の 應用 上の 意義、 交換の 法則、 組み合は せ Q 法則、 減法の 可能、 減法の 應用 
〇 乗法の 意義、 加法に 對 する 分配の 法則、 鈕み 合は せの 法則、 交換の 法則 •倍數 、除法 
可能の 條件〇 零の 定義 及 其 性質 〇 多くの 數の 加法 及乘 法、 デ リク レ ーの證 明〇減 法 及 除 
法に 關 する 定理 〇冪及 其 算法 0 除法の 獷 張、 數の 展開、 十進法 〇 十進法 {: 於け る 四 則の 
演算 

(一) 

玆に vl 、 ^ c 等の 文字に て 表は された る 物 一組 あり、 之を 甲と 名づ く。 又 

p 、 0 、 五 等の 文字に て 表は された る 物 一組 あり、 之を 乙と 名づ く。 h、 « 、c 

…… P 、 G ぶ 1 等は 數を 表は せる に 非ず、 此 等の 文字は 一つ一つの 物を 表は せ 


㈠ I るな 9、 甲、 乙は 一つ一つの 物を 表は さず、 物を 一括して 得た る 全體の 名な 

I り) 此甲な る 一組の 物に 乙なる 一組の 物を 合同して 之を 第三の 一組と なし、 之 

| を 丙と 名づ く。 丙は 4 五、 c、 p 、 义五 等卽ち 始め 甲 又は 乙に 屬 せる 物を . 

*=3 一盡く 含み、 且此 等の 物の 外の 物を 一 も 含まず、 是故に 甲に 乙を 合同す る も乂乙 
去 i に 甲を 合同す る も 其 結果は 同一な 9。 

1 1 又 甲、 乙、 丙なる 兰 組の 物 あるとき、 先 前に 言へ る 如くに して 甲と乙と を 合同 
一| し、 斯 くして 得た る 一 組 (: 更に 丙を 合同して 一組と なすと きは、 此 最後の 一組 

其 一一 

: 一は 始め 甲 又は 乙 又は 丙に 屬せる 物を ば 盡く 含み 且此 外の 物は 一 も 含まず、 足 
tt i 故に 三組の 物を 合同す る 結果は 其 順序に 關係 せず。 

質 一甲なる 一組の 物 4 JB 、C 其數' 乙の 物 p 、 a 、 i ? 其數 ゎなり、 甲乙 ， 

■一を 合同して 作りた る 丙なる 一組の 物の 數 如何。 丙の 物の 數を數 ふるに 當り 
|| て 之を 數 ふる 順序は 數 へて 得べき 結果に 影響を 及ばす ことなし。 ょりて 前に 

11 11 甲に 屬 せし 物に 1、 E 、3 a の 順序 數を 配合す る 手数を 反復す るまで もな 

一一 


則 


四 


12 


一一く、 前に 乙に 屬 せる 物の 中 1 に 配せられ たる 者 J > ) には びの 次の 順序 數 ( i 二) 
1| を 以てし、 前に 乙に 屬 して 2に配せられたる物には又其次の順序數(〒|-2)を 
|| 配し、 斯の 如くに して 竟に 前に 乙に 屬 して 6 に 配せられ たる 物に S 2 すべき 順 
| 序数を C と名づ くれば、 C は卽ち 甲と乙と を 合同して 作れる 丙なる 一 組の 物 

一 i , 

j の數な り。 次の 圖は 此手續 きを 說 明す。 

11 12 3 
|| 12 3 a + + + c 

il び 汀 a 

4. J5 C P Q R 

12 3 rt 12 3 む 

算 I 是 故に ^ みなる 二つ の數 ょり f に 達すべき 手續 きは 次の 如 t 、 

一 a の 直ぐ 次なる 順序 數には I を 取 又 5 せ、 其 次の 順序 數には 9:1 を 取 見 P 

i 〆 

法 I せ、 次第に 斯の 如くに して 竟にゐ に 取り合は さる ゝ順 序數 は卽ち r なり。」 

j 

一斯の 如くに してび、 むょり 作り 得べき 數 C をび に 6 を 加へ て 得た る 和と いひ 
j 之を 表は すに 次の 記法を 用 ゆ。 

二 a、 + 0 H c 
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㈠ 


例へは 甲の 物の 數六 乙の 物の 數 三なる とき 甲、 乙を 合同して 之を數 ふるに 拇 
指を 屈して 七と 呼び 示 指を 屈して 八、 中指を 屈して 九と いふは 卽ち 七、 八、 九 
に 一、 二、 三なる 順序 數を 配し 行ける に 外なら ず、 拇指、 示 指、 中指は 1、 2 、 3 
を 代表せ るな 9。 

若し 前に 乙 (: 屬せる 物に 1 ょり々 までの 順序 數を 配せ る手續 きを S 礎と な 

し、 みの 次の 數に 1 を 配し、 又 其 次の 數に 2 を 配し 次第に 斯 くの 如くな し 行 

きて 竟に •びの 配せ らる ゝ數に 到着 するとき は此 數は卽 ち、、 丈、 な り‘、 さて〒 丁 t 

も？ rf 、 も 共に 丙なる 一 紐の 物の 數に 外なら ざるが 故に 

+ 、> n /> + '/ 

卽ち 二つの 數の 和は 加 へられた る數の 順序に 關係 せず。 之を 加法の 交換の 法 
則と いふ。 三 紙の 物を 順次 合同す る 場合に 同樣の 論法を 適用して 

(rf . 十 ^ ) + 6* n $ 丄‘！ 7 > 十 r ) 

を 得、 ^ 气 k なる 三 個の 數を加 ふる (: 當 9 先づ “に みを 加へ、 更 (: 甘 ー ハ 和に •も 




14 : を 加 ふる も、 或は 又 び にみ、 C の 和を 加 ふる も、 結果は 同一な りと なり > 一を 加 
| 法の 組み合は せの 法則と いふ。 


| 二 組の 物を 合同して 得た る 一組の 物の 數を數 ふる 手續 きに つきて 前に 說きた 
四 || る 所に よ 9、 直ちに 次の 事 實を知 9 得べ し、 

a に 或る 數 みを 加へ て 得た る 和は？；： よりも 大な り、'， + 6 > //. 

則 || 此 定理は 又 之を 轉倒 する ことを 得、 

|| C 若し 仔より 大 ならば C は 必ずび と 或る？ との 和に 等し、 卽ち 

算 J ‘ 

|| 

| なる 如き 數 c は 必ず 存在す、 

法 | 今 1、£、3 C なる 順序 數を | 組の 物と 考ふれ ば、“ は C より 小なる が 故 

にび は ^ す此 一組の 中に ぁり 今此 一組を 分ち て、 1、 2 、 CO びの みを 

二 

一の 一組と し、 其 他の ものを 乙の 一組と なす。 斯 くの 如くして 乍り 得た る 甲、 乙 
二 一 の 二 組を 合同 するとき は 前の 一組に 復歸 すべき こと 勿論な り。 さて 甲なる 一 
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組の 中に ぁる 順序 數の數 は“ な 9、 乙なる 一 紙の 中なる 殘 りの 順序 數の數 を 
數へ て此數 をむ と名づ くれば S + ゥ H r にして 此 6 は卽ち 吾輩が it ハ 存在を 
主張せ る 所の 數に 外なら ず。 

气 t なる 二つの 數の中 V ノは びより 大な ると きは 

5 + 8 =7 c 

なる 條 件に 適すべき 數 S の 必ず 存在す ベ きことは 旣に叨 了な り。 今 » r の 如き 
數は 唯一 個に 限 9存在し得べきことを證明せんとす。今ゐの外に尙上の條件 
に遒 合すべき 數 7/ 存在するものとせば、卽ち 

、/' 十/ > =： <ン {一 十 y = a 

なりと せ ばむ、 ゲの中 一方は 他の 一方より 大なら ざるを 得ず，。 例へ ば / > ; は 6 
よ 9 大 なりと せ ば 

一/ 卩ブ七 { 一 

なる 如き 數 W は 必ず 存在せ ざるを 得ず、 1 て 


法 算 則 
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|| f: H r: (r -r o , 

I . 

i 此 等式の 右邊に 立てる 和は 組み合は せの 法則に よりて 

I 

| S : 十 3 4- 卽ち c + '、 

I に 等し、 而 して 此 和は C よりも 大なら ざるを 得ず 〇卽 ちが 若 L 0 みよ 4:)0 " ^ な 
一ら ば 3 + 5 は a + /> よりも 大な 9。 是 故にみ はがに 等しから ざるを 得ず。 

I C が“ より 大 なるとき 斯の 如くに してみ なる 數に 到達すべき 手 ) 1 E を C より 

\ ▼ * ， 〇 

e を 減ずと いひみ を C と e との 差と いひ、 之を 表は すに 次の 記法を 用ゐる 

气 e よ 9 6 に 到達す るには 次の 手續 による ことを 得、！、 2 、 〇〇 ^ ^xo 
一 序 數を考 へ、 其 最後の 者 C には 1 を 配し、 C の 前の 數には 2 を 配し、 次第に 斯 
i の 如くな し 行きて 竟 にび に 配せられ たる 數 に 達する 時、 此數の 直ぐ 前なる 數 
| は卽 ちみな り。 例へ ば 8 よ 95 を 減 せんとせば 次の 圖に示 すが 如くすべし 0 

ii 

二 - 

12B-4 5 678 8—5 = 3 
一 I 5 4 3 2 1 
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丙なる 一組の 物 あり 其數 C なるとき、 之を 分ち て 甲、 乙の 二 組と なすと きは、 
甲に 屬する 物の 數は C よ .9 小な り、 此数を e と名づ くれば、 乙に 屬 する ^ の 
數は卽 ち、、“。 1 為な り。 

(二) 

加法は 紙み 合は せの 法則に 從ふ ものなる が 故に、 同一の 數“ を幾囘 も 加へ 合 
はせ て 得らるべき 和は 此數と 加へ 合すべき 囘數 6 とに よ 9 て 全く 定まる V 
し斯の 如き 和を 求む るは び 及びみ なる 二つの 數を與 へて 之よ 9 或る 定ま ? 1 
る 第三の 數を 得べき 手續 きなるが 故に、 之を e 、 むなる 二 數に施 こせる 一の 算 
法と 見做す ことを 得。 此 算法は 卽ち乘 法に して e は 被 乘數、 c は 乘數 、求め 得 
たる 和は e のむ 倍 或は e 、 むを 乘 したる 積 ^ x 又は ミ i ) なり：、 むは 何れ 
も此 積の 因數 にして きとい ふ 積の 第一の 因數は 被乘 m 、 第二のは 乘數な り。 
加へ 合は すと いふ 語は 少なくとも 二 個の 數を豫 想す るが 故に、 e に 1 を 乘ず 
とは 沒 意義の 事な り。 吾輩は 玆に改 めて、 3 X 一 とは e の 事なる べしと 定 む。 


8 

Tx 


四 


5 


算 


法 


之を しも 前に 述べた る乘 法の 定義の 中に 包括せられ たりと せんは 牽强な り， 
乘數が 1 なる 場合と 然ら ざる 場合と に 於け る乘 法の 意義は 次の 式に より 明に 
書き表は さる、 


5 

5 x 2 H ^ tr + S + 


5 


(一) 

( 2 ) 


( 一 ) ( 2 ) ( 8 ) { S 

次に 揭ぐ るは 乘 法に 關 する 最も 重要なる 定理な り。 
r 加法に 對 する 分配の 法則、 

» (、> + f?) = a、、 + rlc へ 3 ) 

(/> - f c ) 5 = />'、、 + 1 ( 5 

證、 t に (、、十 ユを乘 ずるは び とい ふ數 + c 個の 和を 作る ことにして、 

と t ふ數 、、十， 個は 卽ち e とい ふ數 6 個と 又 t とい ふ數 C ® とを 合同せ る 

ものなる が 故に、 此二 組の S を 別々 に 加へ 合は せて ミ >, 1 を 得た る 後、 更に 此 

二つ を 加へ 合は せ、 求む る 所の 積の— + i に 等 t きを 知る。 又/、 に“ 


r 


\—/ 


乘 

法 
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性 
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9 

1 


を乘ず るは、" + 。 を" 個 加へ 合は せ /: る 和を 求む る こと (: して、 加法 0 ® 序 
を變更 し、 先ヴ みのみ び 個を 加へ 合は せて 和 f を 得、 又 C のみび 個を 加べ 
合は せて 和— •を 得、 此 等の 二つの 和を 加へ 合は せて 求む る 所の 積の、 ミ + 2、 
に 等しき を 知る。 

和を 構成す る 數二個 ょ. 9 多くと も 分配の 法則は 尙 成立すべし、 卽ち W ヶ •： 
?> n なる？ S 個の 数ち ると きは 

5(6一+ ,? 4 .，：：汁 =? )=ミ/1 4 ，、 ,? 4 . + ミ 、 h ( 4 ) 

? + , ? f -r …… 丄 £ ^ n ^ f、 + 6 5 +. -r e 、 (4、) 

なり。 

若しへ、 7>, -、 ^, が 盡く 同一の 數ゐ な^' とせば (4 ょ， 9 

'/? +、)+ + 3 n ミ > + ミ > + •+'//> 

(一) (2) S (一.) (2) ? ) 

'を 得、 卽ち 

a { h 3 u {a s u (「こ 
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算 
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'6、 


S なる 三 個の 數に 順次 乘 法を 施 こすと き屢の 順序は 積に 影響す る こ 
となき こと 加法の 場合に 於け ると 同 趣な 9、 之を 船 か A 0 4-o かか 汩 IO とい ふ。 

交換の 法 月も 亦乘 法に 驚す •へし、 e 、* なる 二數 の 積は 因数® 順序に 關 係せ 
ち ffhH x ， 

( G ) 

先づ みが 1 なる 場合には * it 法則は 明に 成立せ り、？ j とは (1) ¢: ょりて び (7) 
ことにして 一』 は 1 を e 囘 加へ 合は せて 得べき 數に して 此數は "なり、 故に 


P 


〇 1. 5 


さて： 一般に ⑹を證 明 せんが 爲に g に 於け る* もを 盡く 1 に 等 しとせば 

(一 + 一 + : + 1)、、 ” L'f + 1.'、 十 丄 


. S 


卽ち 


(一) (2) ? ) 

I = rf -f- rf + • 


(一)‘ (2) 
. + 5 


:• ( 5 


nn S?' 


にして こは 卽ち ⑹ に 外なら ず 0 
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一個の 定まりた る數 C に 相 異なる 數み 、がを 乘じて 得らるべき 積 

as ab” 

は 亦 相 異なる 數 にして、 其 大小は む、 レの 大小に 件 ふ。 是 故に 又—, — の大 
小、 相 等は 必ず それぞれち ゲ の 大小 相 等に 伴 ふ。 

其 故 如何にと いふに、 今假に e V5 なりと せ ば c なる が 如き 數 J 
は 必ず 存在し、 從て 

ab ==： a{f/ 七 d} n aJ/ 十 51 

よりて ah v al / 

なり。 ょ 9 て 又み がが ょ 9 小なる ときは 6 と 7> 7 との 位地を 轉 倒し て此 論法 
を 適用 L 、 此 場合には ミ、 の— ょり 小なら ざるべからざる を 知る ベ し。 

故に 叉—. V I 、 ならば /、 V // ならざる を 得ず、 如何と いふに、 み 若 I が ょり 
大なら ずと せは ミ > は 、//>、 ょり 大 なること を # ざれば なり。 ょりて 又 ミ >八 ミ/な 
らばへ > <3 ならざる を 得ず。 猹て < i 6 U I 、 なるとき は、 6 ず/ >"// なるこ 
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四 


則 


算 


とを 知るべし、 何となら ばむ 若し 7/ より 大 又は 小なら ば ミ、 も 又 ミ、、 より •も 
大 又は 小に して、 此 二つの 積 相等しき を 得されば なり。 

今 $ を 定まれる 數とな し、 之に 順次 1、 97 、〇〇 を乘 じて 

x 5 2 3 ow i^ : •: ： •: . ^ ， ^ ‘ ： • 

を 作る ときは、 此等 の數は こ > に 書き 列べ たるま > にて其 大 さの 順序を 成せ 
り、 其 最初の 者は 卽 ち“ に 等しく、 第二 以上は 皆 “ よ 9 大な り.。 此等 の數を び 
の 倍數 とい ふ。 の 倍數 はび 自らの 外は 盡 く <7 より 大なれ ども、 代 より 大なる 
數は 必ず S の 倍數な りと いふ ことを 得ず。 現に びが 1 より 大な ると きは〒 二 
は 代 より 大な り、 然れど も此數 は、/ + 3 卽ち蓄 よりも 小、 隨て其 他の" の 倍 
數よ 9 も 小なる ベく、 《• + 一 は a の 倍數な る ことを 得ざる にあらず や。 

C なる 數が“ の倍數 なるとき に 限 9 

，* == rr • へ、 

なる 如き 數りは 存在す、 而 かも斯 の 如き 數ゐは 唯一 •個に 限り 存在す る ことを 
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得。 C が e の 倍數な る 場合に 於て 此むな る 數を定 むべき 算法を 除法と いふ。 

C は 此 除法の 被除数 (又は 實 二は 除數 (又は 法) にして むは 商な り。 

e: d H b 

は 此事實 を 書き表は すべき 記法な り。 

除法の 乘 法の 逆な， るは 猶 減法の 加法の 逆なる が 如し、 唯 減法 可能の 條件は 被 
減數が 減數 ょりも 大 なるべき の 一事 {: 止まれ ども、 除法の 場合に 於け る 被 除 
數と 除数との 關係 はしかく 簡單な ら ざるの 點 少しく 趣を 異にせ 9。 

(三) 

物を 數へ たる 結果を 數と なすて ふ、 數の觀 念の 起因に 固着して 一步も 之を 離 
る、 ことを 肯ぜず ば、 零の 觀念は 數の それの 背後を 限れる 一 障壁た るに 過ぎ 
ず、 是故に 吾人の 常識は 數 として 零を 認許す る ことなし。 然れ ども 零と いふ 
數なき 數學は 極めて 不便なる 數學 なりと 謂は ざるへから す 
數學の 所謂 數は 零を 包括す。 數 としての 零の 性質 及 其 四 則 算法の 意義は 次の 


法 


算 


則 
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女 I . 

一 a を 〇 にあらざる 數 となす ときは びは 〇 よ り大 なりと す。 こよ 畢竟 〇 
を逭 ちに 1 に 先て る數 、隨 て〇を 最初の 數、 1 を 〇 に 次げる 數とな すなり 0 
二 びを 如何なる 數 となす とも 

0 + a- y SS ^ + 0 y 5 

隨て 特に 0 + 0 n o とす e 減法は 加法の 逆な りとの 規定を 固執 するとき は 之 

よぃノ して 

s I 0 Mn p p I s n p 0 I 0 nn 0 

を 得。 

加法の 組み合は せの 法則 及 交換の 法則は、 關 係せ る數の 中に o を 加 ふる も、 仍 
成立す へし。 s I e なる 減法は t がみより 小なら ざると きは 常こ隹 一の セ ロ 
果を與 ふ。. _ 

三 0- a MU 0 p OH0 
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意 

義 
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にょりて 〇の關 係せ る乘 法の 意義を 定 む。 〇 なる 數 “個の莉を 0 .、、なりと 
せ ば、 其 〇 に 等しき ことは 旣に 二に 含まれた 9。 除法を 乘 法の 逆と すれば、 

0 : 為 = 0 

な 90 

乘 法の 紐み 合は せの 法則、 交換の 法則 及 加法に 對 する 分配の 法則は 〇 の關係 
せる 場合に も仍 成立す。 S 、 ： /> なる 除法の 可能なる とき 其 結果 唯一な りと いふ 
事實 はび、 み 共に 〇 となる 場合に 其 意義を 失 ふ。 0: 0 は 其實 如何なる 數にて 
も ぁり 得べ し、 斯の 如き 奇異なる 場合は 之を 除法の 圏外に 排斥す るを 宜と す。 
0 0 は 一定の 意義な き 記號な 9。 t が 〇 にぁらざる とき 3 : 0 の 不可能なる 
ことは 勿論な り。 

(四) 

加法 及乘 法は 組み合は せの 法則 及 交換の 法則に 遵ふが 故に、 多くの 數を 加へ 
又は 乘ず るに 當 9 て、 其 順序を 如何様に 變更 すると も 結果は 常 (: 同一な り 0 此 
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事實 は旣に 前文に 於て 屢々 默認せ られた 9。 

吾人は 今 ザ リク レ ー に從 ひて 此事 實の嚴 正なる 證 明を 與 へんと する に 際して 
此 問題を 最廣の 意義に 解釋 し、 以て 後 章、 同 趣の 論法を 反復す るの 煩を 避けん 

加法、 乘法 等に 於け るが 如く、 凡て 二つの 定ま 9 たる 數を與 ふるとき 之ょり 一 
定の 法則に 從て 第三の 數を定 むる 手續 きを 一般に 算法と いふ。 今' みなる 二 
數に 或る 定まり /: る 算法を 施 こして 得 /: る 結果を 表は すに 

ぐ： 3 

なる 記法を 以てす" 一般に 言へ ば 算法の 結果は 與 へられた る 二數の 順序に 關 
係すべき こと 勿論な り、 例へ ば 減法、 除法の 如き 是な り。 加法、 乘法の 如く 與へ 
られ たる 二 数の 順序が 結果に 影！！ I 日を 及ぼす ことなく、 卽ち 常に 

なる 關係睽 立 するとき は、 此 算法は 交換の 法則に 從 へるな 9。 
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理定 るす 關に 序 順の 法算 （叫 


又 三 個の 數' 心 、 C の 與 へられた る 時は 先づ' 6 に此 算法を 施 こして 得た る 
結果？ 3 と；；- とに 同一の 算法を 施 こす ことを 得、 其 最終の 結果は 卽ち 

{Uh S- 3 

なり、 若し 先づ 6 と C とに 此 算法を 施 こして (夕 3 を 得、 次に e と (夕，) と 
に 同一の 算法を 施 こさ ば 

(, 9 , ，)) 

を 得。 斯の 如く. にして 得られた る兩樣 の 結果 必 しも 相等しから ざるは 減法 又 
は 除法の 場合に 於て 吾人の 經驗 する 所な り、 例へ ば 8、 4、2 なる 三 個の rx に 

つきて 

( 8 1 4) I 2 卩 2 8 — (4 I 2 ) 卩 G 
05 : 4) ： 2 " 一 00 : (r 2 T 4 

なる が 如し。 

加法 及乘 法に 於け る 如く、 一般に 

((rf, >s , >a = F ( 夕 e ) 


四 


則 


算 


法 


なる 關係 成立す ると きは、 此 算法を 紐み 合は せの 法則に 從ふ ものと なす。 

さて 吾人の 證明 せんとす る 事實は 次の 如し。 

組み合は せの 法則 及 交換の 法則に 從ふ 算法を 多くの 數に 順次 施行す ると きは 
其 順序は 最後の 結果に 影響す る 所な し。 

此事實 を 分析して 之を 最も 明白なる 言辭に 表は すと きは 次の 如し。 

'む、 C …： … 等れ 個の 數の與 へられ /; る 時、 之を 一括して S と名ヴ く。 ~ の 
諸數の 中より 任意に 二つ、 例へ ば' ゎを 採り 出し、 之に 代る に？、 V ) なる 一個 

の數を以てするときは、技に；， 5 '" 等 ミ i 1 個の 數を 得、 之を 一括 

して * s ; と 名つ く。 さて 5 ^ より 同 樣の手 續きに よりて ミ i 2 個の 數より 成れる 
r なる 一組を 作 9、 順次 斯くな し 行く ときは、 竟には 唯一 個の 數に到 若す。 技 
に 每次採 9 出すべき 二 個の 數は 全く 隨 意なる べきに よ 9、 此手續 きは 種々 の 
順序に 成され 得べ しと 雖 、若し 所定の 算法に して 組み合は せの 法則 及 交換の 
法則に 從ふ ものなる ときは、 最後に 到達 せらるべき 唯一の 數は 算法を 行へ る 




一 ! I 


デ 

ソ 

ク 

レ 

I 

の 

證 

明 


順序の 異同には li 係 ある ことなし。 

例へ ば 三 個の 數' み、 〇の與 へられた ると き、 上文の 手續 きは 次の 十二 機の 
順序に よりて 成され 得べ し、 


一) 

2 ) 

3) 

4) 


S- 

(fo <3 
F 、>T 

? 、 こ ， r 
{デ < p ゥ 

9) 
〇 ) 

. 一一) 
12 ) 


s 

S: 

^ 3 
? (i) ) 
( 9 , ro 』 C ) 

(，(、>, a )) 
名 

(夕，) 7 5 

(n 

? 、>)， A 

? さ5 


夕 


5) 
S 
7) 
00 ) 


S- 

'? ,， 0 , 、/ 
(ミ 0 , 、> 
F 'f )， / ゞ 


S: 

((夕 0 , 3 

m 

((ク />)， 、 r ) 

(へ， U ) 


(m) 


S: 

( 9 , 0 , />) 

(夕 ( so ) 

{ 〇 て P S 
(/>, (，二 S 
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此中 (I) 、 g'm r : 纏められた る 各 四樣の 順序が 同一の 結果を 與 ふることは 交換 
の 法則に よりて 明白な り。 又 (1) の 結果と (10 の 結果と 同一なる ことは 卽ち 組み 
合は せの 法則な 9。 さて ⑻と (9) とも 組み合は せの 法則に よりて 同一の 結果を 
與 ふるに より 畢竟、 此等 十二 機の 順序に よりて 到潑せ らる べき 最後の 結果は 
盡く 同一な 9。 吾人の 證明せ ん とする 定理は M の 3 なる 時には 旣に 成立せ り。 
一般の 場合に 於て 當 面の 定理を 證明 する には 數學 的歸納 法を 用 ゐ るを 便な り 
とす、 卽ち 先づ此 定理は 關係 せる 數が” よりも 少數な ると きには 旣に 成立せ 
る ものと 做し、 然る 上は M 個の 數の關 係せ る 場合に 於ても 此定理 必ず 成立す 
べき ことを 辨明 するな .9。 此辨明 にして 承認せられ な ば S が 3 の 場合に 成立 
せる 當面の 定理は 四 個の 數に つきても、 從て又 五 個の 數に つきても 成立す ベ 
く、 斯くて 一般に 成立すべきな り。 

今 

ハ ^ ) ( r f J^ f ^ 0 f ，: •: :• :• 
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明證の 




レク ソデ 


㈣ 


なる S 個の 數の與 へらる > とき 此 中二侗 例へ ばび、 むを 採り 出； 二、、， 5 を以 
て 之に 代 ふるとき は ミ-一個の 數 より なれる 一組 W を 得、 

( 05 0 (へ，、 ^ 。， ^ ^ 

さて V の旣に 定まりた る 上は W よ^ N ザ に 移り/ ザ よ^ に 移りて 最後の 結 
果に 到達す るに 際して は、 每 次の 算法の 順序を 如何よぅ になす とも 常に 一定 
の 結果を 得べき ことは 假に 容認せ る 所な り。 是故に 今は 唯 最初に 採り 出す ベ 
き 二數の 選擇が 最終の 結果に 影響な かるべき ことを 確 むれば 則ち 足る。 

最初の 二數 の選擇 は樣 々ぁ 9 得べ しと 雖も 其び、 みと 異なる は 畢竟 次の 二樣 
の 範疇を 逸する ことなし。 其 一は' 6 と 全く 別に C 、 びなる 二 個を 採るな り/ 
又 其 一は' みの 中 一個、 例へ ば び と 更に 第三の 一數 C とを 採るな り。 

若し を 採ら ば 一 , s f/ は 

(>.、} '、，、> ? '、)，$ 

なる U I 一 個の 數 より 成る。 がより 發足 すると 一 y よ 9 すると 最終の 結果 異な 




- • t _x- - ¢1. A1 .x/ii u!-»* ^ J. 

,h. f t ».,.A AJr. 

^ * • ' —vf yj:ti 


ぎ鈣.|;;5?艮. 招：.：.' 

fit i : f % 1\--.-*- A»l^- l .* 


- c' -y 7 u> *.. . *.• l»^«-ii»> .<12¢ .f «> _\s.2 -. 1, J .. ..:、 H r^ l» ... : • ， . ご - .; . •• •• .::-•〆 - 、ベ 、.- V - ■ ,t.. -r . ~* ^ .■ r . 


四 


則 


算 


るべき か。 がの 中 c 、 rf に 代 ふるに (ク 3 を 以てし、 又 ^ の 中 ' みに 代 ふる 
に ? ; 5 を 以てする ときは いづれ も、 

(， s ミ) ？， 3 >( ^ 3 - ^ 

なる $ ! 2 個の 數を 生ず。 V より 發 して 到着すべき 最後の 結果は f を 經て到 
着し 得べ く、 かより 發する も 亦 然るが 故に、 此二樣 の 順序は 同一の 終局に 歸 
着すべし。 ♦ 

若し 又 S の 中' C を 採りて 

(欠 〇 : { a ; 3 J i y ^ ク, 

を 作る とき、 之を W と 比較 せんが 爲に 

( % 、) ： {( a , s , s , d , 

( 5 C 、、) ： (( a > e , 、> )，'( » 

を 作る に ^ r よ 9 發 して 到着せ らるべ き 最後の 結果は 必ずが を 經て 到着 せら 
るべ く、 又 ー ダより 發 して 到着 せらるべき は 必ず々 を 經て 到着 せらるべし、 さて 
.( 9 , 3 , 3 " (( ^ e ,0) • 
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照 對 のと 法 除と 法 減 


五 ) 


なることは 旣に證 明せられ たるが 故に , v ; も^も 同一の n 1 2 數 より 成れり、 
是故 に ^ ; と^ とは 同一の 終局を 與 ふるを 知るべし。 

是に 至て 吾人の 定理は 全く 成立せ 9。 

(五) 

減法、 除法は 加法、 乘 法の 逆なる が 故に、 前者に 關 する 諸 定理は 畢竟 後者に 關 
する 或る 事實を 裏面より 看取せ るに 過ぎず。 加法と 乘 法との 相似た る點は 又 
減法と 除法との 上に も 反射せられ たり。 次に 揭ぐ るは 減法 及 除法に 關せる 重 
なる 定理に して、 其證 明は 皆 容易な 9。 


減法は 加法の 逆な りと いふ 事 實を次 
の 如く 言 ひ 表 はすこと を 得、 

(a 十 〇 i 丨 〇 a 
二， (':/>)！ r ? 〇 
三、 h 士ハ fi — S 卩 U 


除法は 乘 法の 逆な りと いふ 事實を 次 
の 如く 言 ひ 表 はすこと を 得、 





準- •"■曇 
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ii 
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!i 
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四 


則 


算 


法 


二 


四、 




(兑 丨 、、) = /> 


減数 及 被 減 數の雙 方に 同一の 數を加 
減す ると も 差は 變ずる ことなし。 


五、 


{a + S ! {b + = a ! b 
( a 丨 7 %) I (？> 丨 / 3 u s 、 丨 /> 


三つの 數に 加法、 減法を 施 こすと き 
次の 關係 ぁり、 

丄 ハ、 a — 、> I c =a I c — H — ( /‘ 4- C) 

fl— cr +e=a-bclh 

~ a — (/ T ^ " a + c I /i 


5 ! . 十 ( //— ft ) = a 十 ^ 1 a 

此 等の 事 實を擴 張して 次の 定理を 得、 

加法、 減法を 引 續き行 ふべき 場合に 

於て、 不能の 減法の 起り 來らざ る 限 


四、 a 二 a •• s i 

除數及 被除數 の雙 方に 同一の 數を乘 

除す ると も 商は 變ずる ことなし。 

(a x 5 : (、> X A.T : 

('二/ •*) ： { V I S U r 二/、 

三つの 數に乘 法、 除法を 施 こすと き 
次の 關係 あり、 


五、 


a 

a 

p 


: c o 、/ : c : 6 " : (/> x c ) 
hx fi H fi x c 一 b 
(6 : c ) ：= uxc..h 


六、 

七、 

八、 

L 、 

此 等の 事 實を擴 張して 次の 定理を 得、 
乘法 、除法を 引 續き行 ふべき 場合に 
於て、 不能の 除法の 起り來 らざる 限 


{一 x {b l s y Z X > - ft 
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り、 算法の 順序を 變換 し、 或は 加 ふ 
べき 二 個 以上の 數に代 へて 其 和を 加 
へ、 二 個 以上の 減数に 代へ て其稆 を 
減じ、 或は 加 ふべき 數一 つ、 減ずべき 
數一 つに 代へ て 其 差を 加へ 又は 減ず 
ると き、 終 ) ri の 結果は 變 ずる 一とな し。 


9、 算法の 順序を 變換 し、 或は 乘ずべ 
き 數二個 以 !: (: 代へ て 其 積を 乘 じ、 
二 個 以上の 除數に 代 ふるに 其 積を 以 
てし、 或は 乘數 一つ 除數 一つに 代へ 
て 其 商を 乘じ 又は 除す とも、 終局の 
結果は 變 ずる ことな L 。 


上に 揭げ 亡 る 諸式の 左邊に 現は れ t る 減法、 除法は 其 可能なる ベき を 豫め定 
めた る ものにして、 右 邊に現 はれた るは 其 可能なる べき ことを 證 明すべき 济 
なり。 此 等の 諸 定理の 證明は 次の 例に 倣 ふべ し。 

五の If 。 s + >v T 丁/*; なることは 知られた る 事實な り.，、 今 T + 5 = 二/ > 4. 5 + a 
と 置く、 卽ち ^ + 5 - (/> 4- s " c なり、 

さて (/> + 5 + な " (/> + ,) + A •よりて'、 +、、 " 9 + ^ + >- 11 て 


a = b 


3 j 是故に ミ—、、 なる 減法は 可能に して 其 結果は C な 9、 五の 後の 一半を 證 明す 
るには 七を 闬ゐ るべ し。 

一！ A の證。 2 (ミ r ) なる 式は 雨 度の 除法を 包む、 此 等の 除法は いづれ も 可能な 9 、 

四 j | よりて、 二,“ 、/, 2 : c となす、 卽ち 

•;1 

|| 〇 多 = ' ? 

ii 

則 ii よりて ac ==： dee H { e 3 ei he 

二 

j | ae : h 

ii . 

算 j は 可能に して 其 結果は e なり。 

II .、：.：. (六) 

I 同一の 數 若干の 加法よ 9 乘 法を 生じた るが 如く、 同一の 因子 若干の 積は 篇の 
I 觀念を 起す。' なる 因子“ 個の 積を“ の饥 次の 冪と いひ、“ 自らを" の 一次 
j •の 冪と 稱す。 羃の 記法は 次の 如し、 
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質 性 其 及 義定の 冪 


ay " P 


(2) 


( 一 ) ( 2 ) ( 3 ) S 

びを 此慕 の基數 州を 其指數 とい ふ。 指數の 大小は ¥ の 階級の 高低を 定 む， 
第二次、 第三 次の 羃を 特に 平方、 立方と いふ。 

蕙 に關 する 諸 定理は 乘 法の 諸 定理と 同樣 にして 容易に 證明し 得べ し、 

一、 基数を 同じく する 羃の乘 法 及 除法は 指数の 加法 及 減法に 歸 す、 


X% n 

5 W •■衾 u H s s i * f ' mv s 二 


( 3 ) 

U) 


げにも 等式 ⑶の 兩邊は いづれ もび なる 因子 § + ミ 個の 積に 等し、 ⑷は 
轉 倒せる に 過ぎず。 

此 定理を 1 1 の數二 個よりも 多き 場合に 擴 張して 


を 


HI 


iz <x t a 


s.-x + e i “ 


( 5 ) 


を 得。 


讓 iigii 謹 疆囊 ! __ » 讎 議薩； 議議 11 藝_ 響 


8 

3 


四 


則 


算 


法 


二 


二、 羃の羃 を 作る には 指 數を乘 ずべ し、 卽ち 


5 卩 


(5 に 於て“- 叫を 盡く S に 等しと なさ ば (6) を 得べ し* 

三、 指數を 同じく せる 羃の乘 法は 基数の 乗法に 歸 す。 


(G) 


ffy h ミ === {frs. ミ 

= (i y 


(7) 


若し (7) の 第二の 等式に 於て' ゎ、 c を盡 くびに 等しと し 其 数 a なりと 

せ ば 再び 二を 得べ し。 s 若しみ の倍數 ならば 

a ' i :_ f " {a : S 三 ( 〇 / 

1 の 凡ての 階級の 馨は 1 に 等し、 基數 1 ょり 大 ならば 霉の 大小は 指數の 大 h 
に 件 ふ、 指数の 同一なる 羃の 大小は 基數の 大小に 伴 ふ、 卽ち 

m V S ならば <7 ミ V 今 ？ v l) 
p V ^ ならば a 方 v ^ 

{七) 


11 / 


除 

法 

の 

擴 

張 


6 を 1 より 大 なる 數とな し、 6 の倍數 を 

p ^ co is - %: 、 

と大 さの 順序に 書き M ベ /: 9 とするとき、 びなる 數が 若しみ の 倍數 ならず ば、 

そは 必ず 相 隣れ るみの 二つ の 倍数の 間に ぁり、 卽ち 

7 ミ A S < 7 >({/七1) (一) 

なる が 如き 數 ダは 必ず 存在す。 

こゝに 書き S ベた るみの 倍 數を〇 よ 9 始めて 順次 一つ一つ 採 9 て 之を“ と 
比較し 行く に、 先 づ〇は e よりも 小な 9、 み 若 L び よ 9 大な らば 代は 〇 と 
みとの 間に ありて びは 卽ち〇 なり" み 若しび よ 9 小なら ば ^ を t と 比較 
すべし、 ^ 若 L e より 大な らば 代は みと 2 との 間に ありて Q は卽ち 1 な 
，窆 若し s より 小なら ば 3 ウを e と 比較すべし。 此手續 きを 順次 反復す る 
きは竟にななる數に到達せざるを得ず、若し然らずば6の倍數は诗“ょり 
も 小な 9 とい ふ 許すべからざる 結論に 陷る べし。 現に— はれの 倍數 にして 


^v. 


と 
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S よ. も 小 ^ ら 公夕〇 

(1 の條 件に 適すへ き 數“の 存在すべき ことは 旣に 知れり、 今 

ft I bs u- r 

とすれば 

r A ブ 

白 匕^^ 

a 卩 bq 十 J r A b, / 〇 ) 

枕 若しみ の倍數 ならば a S 》• n 〇 として 此式仍 成立すべき が 故に、 畢 
竟みは 〇 とは 異なる 數な り. とするとき は、 e が 如何なる 數な 9 とも 必ず * 2 ) に 
示せる 條 件に 適すへ き ^ r なる 二數 存在す と 云 ふこと を 得。 

又' 6 を與 へたる 上は ⑵に 適すべき' デ 0 二數は 共に 一定の ものな り、 語 
を換 へて 之を 言は > 

為 = 、ミ、 4- *1 t へ h 

なる 條件が (2) と 同時に 成立 するとき は r / ならざる を 得ず。 






除 

法 

の 
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其 故 如何にと いふに、 此 等の 二條件 同時に 成立 するとき 若しゲ にして 7 より. 

大 ならば ゲは 少なくとも </ + 一 に 等しく、 隨て？ / は 少なくとも ？ y +、、 に 等 

しくして ^ + i 卽ち びより^ P 大とな るへ し日疋 故に a は g より 大なる こと 

を 得ず。 又 同樣に して，® の Q より 小なる ことを # ざるべき を證 明し 得べ し。 

よりて ^ 9 は 相等しから ざるを 得ず、 ^ Q 旣に 相等しから ば' 〆 も 亦 /: 等 
し 0 

'みなる 二數 より ( 2 ) によりて'” を定 むる 手 續 きを 仍ほ 除法と いひ、 ヴを 

此 除法の 商 r を 其剩餘 とい ふ。 剩餘は 必ず 法より 小な り。 剩餘〇 なる は卽ち 

整除の 場合に して、 剩餘〇 ならざる ときは 特に 商を 不完全なる 商と 云 ふこと 
あ 9。 

みの 倍數 にして 其大さ W を 超えざる もの、 中 最大なる は卽 ち？/ にして 、 P 
は A — をみ の 倍數 となすべき 最小の 數な 9。 

上文 說 ける 所の 重要なる 定理は 更に 之を 擴張 する ことを 得。 


法 


算 


則 
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1 より 大 なる 一 數 e を 採りて 之を 法と なし、 任意に 與 へられた る 數“を 除し 
商 ^ 1 及 剩除ハ を 得たり' とするとき、 再び C を 以て 仏を 除し 商 ル 及 剩餘^ を 
得、 更に C •を 以てめ を 除し 商％ 及剩餘 へを 得、 逐次 斯の 如く [ G 1 一同 得來る 所 
の 商を 更に . e を 以て 除し 行く ときは、 ^ 1 は Q よりも 小、％ は </1 より； も 小、 後 
に 得る 所の 商は 常に 前に 現 はれた る 者よりも 小に して 、 e よりも 小なる 數は 
其數 限り ぁるが 故に、 遞次 得る 所の 商は 次第に 減少し 行きて 究局 „ よりも 小 
とならざる を 得ず。 今 4 1 は e よりも 小な りと せ ズ^; よ 〇 こ' して C よ 7,1 
に 等し、 卽ち 

為 = f ^ A P 
5 = 42 a + > ,> , ,? <夕 

♦ « _ « « ■ ♦ « ♦ ♦售 嘸 ♦ « « 

<i/i H r/s 44 5* r- o, ? » 0. rl f. 

等の 式を 得、 之を 一括して 

rf ' H ク\-ム十 .^ ,丨 \ ん+ +そ、 + ク • ( CC ) 


4:3 




數 

の 

展 

開 

及 

命 

數 

法 


を 得' こ > に つれ へは いづれ も e より 小なる 數に して、 最後の ? V の 外は 

〇 なること あり 得べ し。 

是 故に 凡ての 數は 1 より 大な る數 C の 種々 の 階級 ' ¢7) 羃 に、 e より 小なる 係數 
を乘 じて 得らるべき 積の 和と して 之を 表は す こと、 卽ち e の ® 級數 に展 11] す 
るこ^ AJ を 得 

(3) に 表は された る e の 展開の 記法を 省略し、 單に 係數の みを 幷べ 記して、 

rf n マ 、 ^ i * し 


と 書く ことを 得、 こ ゝにハ 、； ：- 等を 丼べ て 書ける は乘 法を 示せる には 非 

ざる ことを 明に せんが 爲に 特に 括弧を 用ゐ たり。 數を斯 の 如く 展開す る こと 
を e を 基數 とせる 命數 法と 云 ふ。 十と いふ 數 を基數 とせる と. きは 卽ち 常用の 
十進法を 得。 或數を 命數 法に 從ひて 書き表は したる とき 其 係数の 數を 此數の 

桁 叉は 位の 數と云 ふ Q れ は 順次 第一位、 第二 位 の 係數な り。 

十進法を 採りて、 1 ょり 9 に 至る 數には 個々 特別の 命名を なし、 9 の 次の 数 
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四 


則 


算 


法 


疆響 i 霸馨議 ■舅 ： U 


を 


/气气 f を それ^^ 十、 百、 千、 萬と 名ヴ け、 


'/I + ミー + ，.1+ '?、 


e 


{a: f ア e 》 d, e A t ン 


の 如き 數を び 萬み 千 C 百げ 十 C 

と 呼ぶ は 我 邦の 命數 法な り。 此方 法に 從 ふとき は、 僅に 十三 個の 語を 組み合は 
せて 一より . g 99 9 に 至る すべての 數に 命名す る ことを 得、 此法は 全く 古希— 
の命數 法と 符合せ り。 

然れ ども 我 邦の 命數 法は 此 十三 個の 詞 を用ゐ て. 广 より 小なる すべての 數に命 


名す、 例へ ば 

r ? 6，丁％ + 一 + a 、？ 1 ■+- ミ 4- ' Z 、 

と 展開せられ たる 數は 之を 

^ + $ + Z + 3^ + 1 + ^ + ^ + ^ 

と 書きて a 千む 百 C 十げ 萬 ゲ千が 百 W 十げ 
名ヴ く、 若し 更に 尸を 億と 名づ くれば、 同 | の 方法に よりて 一より 小なる 


7C 
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法 


數命進 十 


\] / 


卽ち 十二 桁 以下の すべての 數 (: 命名す る ことを 得べ し。 要するに 此命 數 法は 
四 位を 以て 一節と し， 及 だを 第一 段、 第二 段の 蕋數 となし、 光づ f を 法と し 
て 或る 數を 例へ ば、 

f 十 yl 、 ？ -r b 、、 

の 如く 展開し、 こ > に 現は れ來れ る、 いづれ もがより' 小なる べき 係數 
を ば 更に - を 法と して 


kl = 十 / ^ - h f?f+ ^ 
kfz H f% 十 ^ ^ + f i +fr 
k 、、 = rn + 6 、、、十 K + d 、、 

の 如く 展開して、 四桁 以下の 數の 命名法を 重用す るを 主眼と するな り。 

十進の 命數 法は 數を 言語に 表は して 日用の 需要に 應ず るの點 に 於て 遺憾 ぁる 
ことな し、 然れ ども 數を 簡明に 書き表は す 方法を 與へて 數學の 進 步を肋 成せ 
るは アラ ビヤ 數字を 用 ゆる 記數 法な り •古希 臘に 於て 數を 取扱 ふ數學 の發達 
が 幾何 學の 進歩に 件は ざり し 所以は 明 透なる 記数法の 缺如 せる こと 其 最大な 
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貝 


算 


法 


4 G II る 原因の 一なら ずと せんや。 

e を基數 とせる 記 數法に 於て | 般に 桁數 々なる 數“は 次の 不等式に 適合す 

V し、 

6 r l ilv a iiv '、 上 

例へば十進法に於て術數たなる數は1 0 ァ-卽ち9をた個并べて ^ き表はさる 
る數よりも大ならず、又 0 1卽ち1の右に0を/、|1個幷べて带き表 [^: さる 
る數 より-も 小なら ず。 

げにも 

突 ={pkif if ? ) 

= i>\i 十 if el + + y .> ft + o 

となす ときは ^ " h は いづれ も e より 小、 卽ち 多くと も？ 一に 等し 

きが 故に 

iir iiA T I 1 X 丄 == 气 i % 丨一 
^11 ^ ^ I H f I ftl 




數 

の 

展 
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i> a !!/\ cr 丨一 ) e = q I 

KC wl IIA cfc 丨 1 


H ft 丨 


隨て • 

5 [|/\ 气 — 一 

是れ當 面の 不等式の _ 前 一半な り、 其 後一 半は “ の 最高 位の 係數 i>/; の 決， して 〇 
たる こと 能は ず、 隨て 少なくとも 1 に 等しから ざるを 曝ざる ことに 注意せば 
自ら 明 了なる べし。 

基数を 同じく せる 記數 法に よ 9 て 書き表は された る 二つの 數の 大小は 第一 其 
桁數の 大小に 從 ふ、 桁の 數 同じき 二つ の 數 にあり ては 最高 位の 係數の 大小、 
或は 同位に して 係數 異なる 最高 位の 其 係數の 大小に 猛 ふ。 

實 にも 第一“ は 桁數气 W は 桁數だ にして ^ > わなら ば 上に 證明 せる 所に 


上り、 


^ i!v %i iiv ^ v a 
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則 
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第二'“ は衔數 dh ハに々 にして 最高 位の 係數“ にあ 9 ては ./ > 、，“ !': ありて は 
がにして ^ ソでなりと亡ば、 

f// !iv ^ ct 、I 

さて i>、 V 卽 x ! iv ?> 丄_ Ij . よ 9 

a 、 iiv ys、'i + '/ 丄 

を 得。 又“ の 最高 位 一桁を 消去した る 後殘留 する 所の 記號の 表は せる 數は桁 
數 I 一 なる が 故に。 r よりも 小な り、 而し て此數 に ミ％ i を 加 ふれば びを 
得べき によ 9、 

%s + ftT- V 

卽ち P- V S 

な 9 、若し 又' a / に 於て 最高 位 若干の 係數は 相 一致し 、 r の 位に 至 9 て 始め 
て 相 異なる 係數を 有し、 其係數 “ にあ 9 ては ^ ^ にあ 9てはゲにして'0</ 
なり とせば', 代 は 次の 如き 形を 成すべし、 
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法 數命及 開 展の數 




H (7> 


q … 


…) 


(i> i 




) It ( sl » )： • • ： ) 产 


+ /> 


/>、 


こ、 に &、 がと 書ける は それぞれ' がの 展開の 左端より 相 一致せ る 部分を 消 
去せ る 後殘留 する 所の いづれ も桁數 々なる 數に して、 W の 最高 位の 係 敷は 
ダ、 ダな り。 是故に ゲは むよりも 大きく、 隨て 之に 同一の 數 … .： X を 加へ て 
得らるべき 和に つきても « r は e よ 9 も大 なる を 知るべし。 

斯の 如く 展開の 係數を 比較して 數の 大小を 識別し 得べき にょり、 M て 又 凡て 
數は 基數の 定まる とき 唯一の 展開を 有する ことを 知るべし。 

(八) 

數 ありて 後 命 數法あ 9、 命數 法は 數を 表は す 方法の あま /: あり 得べき が 中の 
一なる に 過ぎざる ことを 再び 繰り返さん はくた くだし、 十進法に 於け る 四 則 
卽ち 加減 乘 除の 演算に 於ても 亦 思想の 本末 先 後に っきて 同 樣の 注意を 要する 
の點 あり 
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二 


通常 四 則の 演算と 稱す るは 十進法に て 表は された る 二 個 以上り & の 間に リ上、 
減法、 乘法 又は 除法を 施 こして 得らるべき 結果を 再 •ひナ 進 法に 表は さんと す 
るを 目的と し、 其爲に 設けた る、 成る V く箇 短に して 秩序 6 る 手 續 きたる に 過 
ぎず、 卽ち是 れ算 法を 實行 する の 手段 種々 あ 9 得べき 方 中 0 一な 9 。されば か 
かる 演算の 方法 定まりて 後始て 加減乗除 算法の 意義 定まれる にあらざる こと 
論を 俟た ず。. 

.© 則 演算の 手段は、 數 ふるとい ふ手續 き 1: 盡 きた^/如何なる 演算 も數 ふるこ 
とに ょりて 成し 得ざる はなし。 唯 推理の 力に 藉 9 て 成るべく 器械 的の 手續き 
，を 節約 せんとす る處に 工夫の 餘 地を 存ず 。事實 の 上に つきて 言は V 、 かく 器械 
.¢ .1¢ ふへ きは - f - 以下の 數に關 する 算法の 場合の みに 限る こ、 とを H チべ く、 七 
狹小 なる 範圍內 に 於け る 算法の 結果は 之を 記憶す る こと 難から ざるが 故 こ J 
械 的に 數ふる ことは 全く 之を 避け 得べ し。 

四 貝 演算は 社 會的 生存に 於て 日用 必須に して、 其 知識は 常識 ある 人々 の : lh ハ 有 
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(八) 


^111111 


り、 然 rt ども 其 大綱に つきて 此 處に數 言を 費やす の 必要 ぁぃ 4 
加法の 演算は 十 以下の 數の 加法の 反復に 歸 す、 今 

VJ- • S 3 S 2 ) 

、一、 =： ( 之 ^ il ) 


等の 和 


X MU 


• * • • • « 


cc a ^ >. l ) 


を 求めん とする に、 先づ 和の 第一位の 數字 (係数) より 始むべ し。 加 ふべき 數の 

第一位の 係數び 1、， «1 をと り 之を 加へ て + ダを 得たり とす、， は 十を 

表は しろは f よりも 小なる 數な 9。 しか するとき はろ は卽 ち：^ の 第一位の 
係數に 外なら ず、 其 故は 

kl H C •、 + 5 

Kr " c c + 5 
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と # くと， さ ii 

50 H 」 + 」、 + " (c + 0、+. )、+( a , + 气 ) 

H (0十0、十 + 4 X + 夕 

にして ^ は f ょりも 小 なれば なり。 さて 

>• ’= > 、 •十 >*i 

> H C + C 、十…， + '/ 

と 書く ときは S の 第二 位の 係數 'は卽 ち ^ の 第一位の 係數に 外なら ず、 之を 
求む るには J 、 - J ; …… に 伐 ふるに 其 右端の 一桁を 消去して 得らるべき c > 、a …… 
等の 數を 以てし、 尙ヴな る數を も侨せ 採りて 再び 上に 述べた る手續 きに ょる 
べし。 斯の 如くして 順次に がの すべての 位の 係數を 求む る ことを # 。 

減法の 演算 も 亦循進 的な り、 


• « • . • • 


J WV 


(… 


f PJ 3 
: h : ,r h レ 


kl v / vv 


なる 二つの 数の 差を 
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,/> n kl 


B 


，: * • ♦ 」 ' ^ ^ JJ ) 


r-Xj 


なし、 先ヴ其 第一位の 係數义 を 求めん とする に 二 個の 場合を 區別せ ざる 


ふ" 5 I 夕な り、 實にも 


3- 


力ら ^ N 

第一 、 ^ iiv 夕な ると きは 

kl = If 

te H € + ^ 

と 置く とぎは p は 決して a より 小なら ず、 而して 

J W H ( 一 W 丨 0)¢ + ; 

こ， して ふよ， よりも- A なること 明な り、 さて ^ ” ( 、，：； £. 7 c - f “( : r ,r ゾ に 

して / > の 第二 位の 係数は bi c - "‘7 > の 第一位の 係數に 同じ。 

第二、 多<夕 な らば 多=> 丨夕な り、 此 場合には 一 は 決して 〇 - よ 
な 


JJ n (/> 丨一丨 C ) 、 + '， 
にして 7> の 第二 位の 係數は ^ ご 


C の 第一位の 係数な 


法 
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斯の 如き 手續 きに より 順次 木、 ル-、 < を 求め 得べ し。* 

乘 法の 演算は 分配の 法則に よりて 先 •つ 一般の 場合を 分解して 粟 数十を 直ぇ ざ 
る 場合に 馨 せしめ、 更に 乘數 十よ 9 小なる 乘 法を 分解して 學 f がら 卜 
より パなる 場合に 馨 せしめ、 斯 くの 如くに 乙て 求め 得た る 部分的の 積を 盡 
く 加へ 合は すを 其 主眼と す。 十 以下の 數二 個の 積の 表は 卽ち 九々 の 表な 9。 
二つの 數の 積の 第一位の 係 數は此 等の 數の 第一位の 係数の 積の 第一位の 係数 
なり、 實に もべ JO なる 二 数の 第一位の 係数を それぞれ 二と なすと きは、 

、一 H kr 、 + a ) b H jrt 十 b 

にして 叉' 6 の 積の 第一位の 係数を；， と名づ くれば、 

ah “ qt ^ r 、 

而 して 

kb H ?§ + -47/ + Ji'a + 3 : 3 

にして C は i り も 小なる が 故にき の 第一位の 係數は C に 外なら ず。 
二つの 數の 積の 位 數は學 の 位數の 和に 等しき か、 或は 之よ 9 少なき こと 一 
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個なる べし。 

其 故 如何にと 云 ふに 2 は I 位 刀は 扑位の 數な 9 とすれ ^ 


£ /V ^ V a!-- 


^ V » V J 


隨て 、 ‘ 

e! V u . fe v ei 

是 によりて 積の 位數は 少なくとも i + $ I 一を 下らず、 多くと も m + n を 出 
て さるを 知る へし 

以上 二 個の 事實は 記数法の 基數に 拘はら ず 常に 成立す。 

(九) 

比較的 最複雜 なる を 除法の 演算と す、 


nu ^ a l ‘ a - 2 ^ 3 •: •• -: S5 SJ ) 

_y w = へ ^ ？ ^ ： f y ン 


V J vw 


なる 二 個の 數よ 9 L て 

A n B. Q + p 


M A B 


法 
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なる 條件に 適すべき 0 及 JS を 求めん とす 0 

商の 位數 は—! i 一 又は， fi ' s ' llv vo なるべき ことは 明白な り、 今 比 二 
の 場合を 區別 する こと 次の 如し。 

J の 最高 位 a 個を 其 儘 採りて 作 9 たる 數 ? ,$ S しを ^ と lb 绞す るに、 

第一、 此數 若し J 5 より 小なら ず ば、 之を i と名づ く、 然 するとき ょ、 

k H f f …… £! + f i …… a L 

llv k / ，！ 

IIV JJ ^ !* 

よりて 

c llv rl 

卽ち 商の 位 數は小 ノな くと も m — i 一 を 下らず、 然れ ども 又 s i ニニょり 大 
なること を 得ざる により、 是れ實 に 商の 泣 救な 9 0 
第二、 {51 ¢2 と 若し Ji より 小なる ときは、 

L A { ? ,? * ^ ) 4- l r s,r !IA 7 vv ^ i 
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(九) 


0 A i! 

にして <> の 位數は § I ぎより 大 なること を 得ず、 然れ ども 又 5 i H より 小な 
る こと あるべ からざる が 故に 商の 位數は ミ I S なり。 此 場合に 於て は d の最 

高位 右 + 一 fil の係數 より •作り /: る數 ? ' .r 户 + 1 ) を^ j と名づ く。 

第一、 第二の 場合を 通じて 商の 最高 位を 〆 の 位と す、 ルは 第一の 場合に あり 
ては ミ！ ミに 同じく 第二の 場合に ありて は 二に 同じ、 . 1 に 於け る 左 
の 端より# 番目 又は S + 一 番目の 位は 卽 ちがの 位な り。 

商の 位數旣 に 定まりた る 後、 

c = ( ? 4 ^ 5 .十一) 

の 各々 の 位の 係數は 最高 位より 始めて 循進 的に 求. め 得らるべし。 

例 一、 、一" 7625 4 5 - G3 

k " 7 p L ” 76 x 1 Q + 25 4 〉 b x 10“ 

9 V S V “ . 

商は 四桁の 數な り。. ？，ノ'、ノ： 


法 


算 


則 
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例 二、 」 = 218 9, ゎ = 39、1 

L 、 = 2306 , 、一 H 2306 x 19 + 89 〉 b X 10 」 

0 V S. 

商は 三桁の 數 なり。 

第一、 第二の 場合に 於て 別々 に 定めた る ^. ; なる 數は 明に きょりも 小な り、 今 

( 5 + 1) J WW V 、 一、 IIV 5 J VW (5 八 ご 

にょりて 5 5 を定 むれば こは 卽ち b の 最高 位の 係數 なり。 實にも 

レ IIV J /3 IIV JV /, 2 

又 te 5 + 一 ) V k 、 なる によ 9 » '/! + 1 ) llv ^ 、 + 一 隨 て 


> (S，T l) ^ ilv -/i、l + $ v J. 


卽ち 


与 (S + ?• v K liv . w tr 

さて ^ C はぶの 倍數 にして . 1 を 超えざる 者の 中 最大なる ものなる により、 

( 5 4 - l )7 v c- i!v !? ^ 
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见の 果して Q , の 最高 位の 係數 なる を 知り 得たり。 

さて 

./一 一 i . z ?. ? ^ 

p H Q I チ 今 

と 置く ときは 

yi " ^ • ^ -, + s 十 5 

A-H TIP + B 

p A ^ J ? < b 

にして 0 の 起 首より 第二 位の 係數必 は 卽ち仏 の 最高 位の 係數に して、 こは 
乂 、ぶに 代 ふるに ^ 五 を 以てした る 後 同樣の 手續 きに よりて 求めら るべき も 
のな 9、 但」 一< ^ 1なる場合には夕八1にして仏は0となる、此場合に 
は 直に L l = k r 9 = 9 と 置き 為 及 JB より， 仏を 決定せ ざるべ からず。 斯の 如く 

にして 順次 ^ の 係數仏 、仏、 (?3 を 求め 最後に 剩餘五 に 到着す る ことを 得。」 

商の 最高 位の 係數仏 は 
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> ? + 一) v 」、 i!v 7 W ? 

なる 不等式に ょりて 決定すべき ものな り。 さて 實際上 之を 決定す る 方法は 如 
佝 "は 少なくとも 1 を 下らず、 多くと も 9 を 超え •さる 數な るが 故に I 乃至 9 
の數 を點檢 して 之を 定 むる ことを 得、 卽 ち先づ 9 たを 求めて 之を ./ ; と 比較す 
べし 0 5若し上ょ9大ならずば％は卽ち9なり.、9た若し上ょり大ならば8/>* 
を 求めて 之を i と 比較すべし、 斯の 如くに して 始めて よょり 大なら ざる 積を 
得た ると き、 方に 乘じ たる 數は卽 ち ^ 1 なり。 然れど も實 際の 計算に 於て は 次 
に述ぶ る 方法に ょりて 此點檢 の 範圍を 減 縮す る ことを 得べき 場合 甚だ 多し。 
第一の場合に於ては3第二の場合に於ては(？こを採りて之をゲと名ブく、 
さて， a を， みに て 除して 商 2> を 得、 又，“ を 夕 + 一 にて 除し 商， i> f を 得たり とせ 
ば' 求む る 所の ^ 1 なる 數は ^ y の 間を 出で ず、 卽ち 

p’ liA 《一 i IIA p 

なり、 先づ 
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+ 


/ s i 


V ,l 、 iiv a 、 


夕 1 - + cs . l v ./ vw « v />ltl 
なることは 明な り、 さて 

夕 u > + 1) >為、 故に夕 (セ+ご ^ 气+一 

隨て 

(i> + Ij fe iiv Mi c' 、 + l) !iv JI + 1 V 」、 

よりて 仏は p + 1 よ ss は小卽 ちがよ 9 大なら ざる ことを 知る、 X 

s 、 i!v (、、一 + 1 ) セ、 

、卜 、 liv 5 、作 i itv ^ ? 1I 4- " s . i ) V /> » 

よ SS て ^ 1 は 〆 より卜 なること を 得ざる を 知る。 

是 故に </1 を 搜索 する (•: は パ 乃至 P の 諸 數を點 檢すれ ば 則ち 足る、 J > の 首め 
よ 9 第二 位の 係數 ^> 2 が 〇 に 近ければ 仏は i > に 近く、 又 h が 9 に 近から ば％ 
は 〆 に 近し。 

例へ ば 例 二に 於て ^ " 2 3 之を 3 及 4 にて 除し > - 7 二 >、 - 5 を 得、％ は 一 >/ 6、 



A …… 230689 
Bq' … 1970 

A r …… 3368 
Bq 2 •…" 3152 

2169 

抑 …'… 1970 

…… 199 


B 

v 〆 

3 9 4 


5 8 5 


Hx </： ： 
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5 の 中 いづれ か 一つなる ことを 知る、 實は？ "5 なり、 39 4 X 1 970 5 を i 
よ*^ 弓き て、 

> = 336 00 9 

を 得、 ^ ぶに つきて 同一の 手續 きを 反復して 商の 第二 位の 係数を 求めん 爲に 
先づ 彳 

」/ " 3368 

をと り f /2 の 8 なること を 知る、 以下 類推すべし。 此 演算は 實際に 於て は 次の 
如く # 列 せらる A ことは、 人の よく 知る笄 なり^ 


li ■ 第三 章 負數 、四 則 算法の 再審 

ii • 

I- 

一廣 義 (: 於け る 整數の 定義、 其 命名、 ァ， キメデ スの 法則、 數學 的歸納 法の 原理 〇加法 及 其 

一‘ 性質 〇正數 及負數 、減法の 可能、 絕對値 〇乘法 及 其 性質、 除法、 

i 

I ( 一 ) 

質 數の觀 念を 說 明す るに 當 りて、 吾輩は 第一章に 揭げ .たる 順序 數の 原則を 考 
究 の基點 となさん とす。 

順逆 兩 面に 19 て 限 9 なく 連續 せる、 (例へ ば 西曆 s 年號の 如き) も®' 顺序を 

I 

| 表は さんと する に 當 りて、 單に 第一章に 說 きたる 順序 数の みを 用ゐ ると きは、 

| 應 用の 敏活を 缺 くこと 甚 しく、 稍 複雑なる 問題に 遭遇す ると きは、 多数の 場合 
I を區 別す るを 避け 難く、 其 煩 殆ど 堪 ふるべから ず。 此 弊を 矯めん と 欲せば、 數 
i の 範圍を 擴張し て 所謂 質 數賓の 整數) を 導入せ ざるべ からず。 

I 然れ ども 吾輩は 或る 特殊の 應用 上の 傾向に 固着せ ずして 最 、袖 象 的に 此廣義 

一 
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三 


の 「數」 の 意義を 定め、 且此 機會を 利用して 再び 四 則 算法の 意義を 精密に 審奔せ 

7C 1^4/0 

所謂廣 義の數 は 次の 條件 によりて 定めら る、 ものな り. とす。 

一、 凡て 相 異なる 二つ の數の 中、 いづれ か 唯一つ は 他の 一つより. 大なり 。 

甲、 乙、 丙なる 數 ありて、 甲は 乙より 大 、乙は 丙より 大な らば、 甲は 又 丙より. 
大 なり。 

甲が 乙より 大 なるとき は、 乙は 甲より 小な 9 とい ふ。 よ 9 て、 甲は 乙よ 9 小、 
乙は 丙より 小なら ば、 甲は 又 丙より 小な り。 

二、 凡て 數には 直ちに 之に 次ぐ 數 あり、 又 直ちに 之に 先 だつ 數 あり。 

乙が 直ちに 甲に 次ぐ とは、 甲より 大 にして、 乙より 小なる 第三の 數存 在せ ざ 
るを 謂 ひ、 乙が II ちに 甲に 先 だら とは 甲が 直ちに 乙に 次ぐ を 謂 ふ。 

三、 相 異なる 數 甲、 乙の 中 乙を 甲より 大なり とせば' 甲より 直ちに 之に 次ぐ 數 
.に 移り、 又此數 より 直ちに 之に 次ぐ數 に 移り、 次第に 斯の 如くな し 行きて 竟 
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㈠ 


に 乙に II 達する ことを 得 0 

以上は 數及び 大小と いふ 語の 定義な り。 何故に 數は かく あらざる ベから ざる 
かとい ふは 意義な き 疑問な り。 姑ら く 吾人は 數の觀 念を 失へ りと すべし、 是時 
に當 9 て 卒然 吾人の 面前に 投ぜ られ たるは 上文の 定義に して、 数とは か、 る 
も のぞと 吿げ られた る 吾人は 此三 個條の 規定を 前提と なして， こ > に 定めら 
れたる 「數 j なる もの ゝ性 質を 研究 せんとす、 是 吾人の 立脚 點な 9。 若此 立脚點 
を 忘 するとき は、 或は 恐る、 後 文說 明の 途上、 三段論法の 迷宮 裡に沒 入して 茫 
然 自失す る に 了らん ことを。 

吾輩は 先づ 上の 三 個の 條 件の 最 直接なる 論理的 結果の 二三を 擧げん とす。 
順序 數の 原則として 第一章に 列擧 せる 四 個條と 上文の 規定とは、 先づ其 第二 
條に 於て 相 背馳せ 9。 凡て 數には 直ちに 之に 先て る數 ありと なせる が 故に、 数 
に 最小の 者 ある' を 得ず、 是れ 第一章の 第 四條を 否認せ るな り。 又 A て數に は 直 
ちに 之に 次ぐ 數 ありと なせる が 故に、 數に 最大の 者 ある ことを 得ず" 
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一 | 第二 條に 於て 凡て 敷には 直ちに 之に 次ぐ 數及逭 ちに 之に 先た つ數 あるべき を 
|| 言へ り。 さて 斯の 如き 數は各 唯一 個に 限り 存在す る ことを 得。 或 一つの 定 ミり 
jj た る數 e を 考 ふるに、 が 若し 直に “ に 次ぐ 數な ると きは、 r ^ t M ^ s M f 7 - (i 
|| 直に a に 次ぐ 數 には あらず。 其 故 如何にと いふに ゲとぜ とは 異なる が 故に 
| 第 一條に よりて a ; はがより 大な るか 又は W は a ^ より 小なら ざるを u l ' vf ず。 fr ^ 
一若 より 大な らば" び は 直ちに e に 次ぐ 數に あらず。 又 rr / は 直ちにび に 次ぐ 
| 數な るに よ 9 の 中間 第三 數あ るを 容さず 、隨 て：^ 若 «/ より 小なら ば 
一 “ は < と 同じ 數な るか 叉は びよりも 小なる 數なら ざるを 得ず。 いづれ にして 
i 一 も" びは 直ちに 代に 次ぐ 數 には 非ず 。直ちにび に 先て る數 につきても 亦 同じ 0 一 
一ゐ 若しび より 大な らば、 S より •直ちに 之に 次ぐ 數に 移り、 此數よ y 又 直ちに 
||之|次く & 丨移9チ穿に斯くなし行きて竟にみに到達することを得べしと 
| は 第三 條の規 定な り 0 さて、 各の 數 には 直ちに 之に 次ぐ 及び 直ちに 之に 先 だつ 
一 唯一僩 の數 ぁるべき により、 斯の 如くに L て 打よ 9 6 に 移り行く 徑路を 遡り 


67 


理 原の 法納歸 的學數 


てみ よ ^ N S に^!^ 9 るこ^^/ ^ a l ^ へき や^^せり' 

斯の 如くに してび よりむ に 又 ゎより びに 到達し 得べ しとい ふ 事實を ァル キ 
ンデス の 法則と いふ。 

ァル キノ デスの 法則は 數學 的歸納 法の 基礎を なす。 正 又は 貫の 整 數の關 係せ 
る 定理を 證明 せんとす るに 當 り、 先 づ其證 明の 第一 段に 於て 此整數 を 或 一個 
の 特別なる 数 例へ ir 心 i なすと き、 ifc 定理® 成立す A1 きを辦 明し、 炙に 笫二段 
に 於て、 姑ら く此 定理は 一般に 該整數 が 严な ると き 成立せ る ものと 假定 し、 さ 
て 然る 上は 此定理 は 必ず 又 直ちに s に 次ぐ 数に つきても 成立せ ざるべ から ざ 
る ことを 辨ず 。しか するとき は此 定理は 旣に化 につきて は 成立せ るガ 故に 又 
直ちに％ に 次げる 數に つきても 成立すべく、 旣に 直ちに％ に 次げる 數につ き 
て 成立せ る 上は、 又逭 ちに lit 數に 次げる 數 につきても 成立すべく、 一般に％ を 
叫 ょり 大なる 任意の 數なり •とせば、 次第に 斯 くの 如く 推して 竟に此 定理は ： T 
につきても、 卽ち？ f より 大なる 如何なる 數に つきても 成立すべき ことを 確む 
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るを 得。 若し 第二 段に 於て# よ 9 逭ち にれ (: 先て る數に 推移す る ことを 得 
ば、 此定理 は 又 凡て 仏よ 9 小なる 數に つきても 成立すべき ことを 知るべし。 
或は 第二 段に 於て、％ より“ に 至る 凡ての 數に つきて 此 定理 正當な りと假 定 
し、 此假定 を 前提と して、 此 定理の 直ちに“ に 次ぎ、 又は 直ちに 之に 先 だてる 
數に つきても 正當 なるべき を證 明す る も 亦 可な り。 凡ての 場合に 於て プル キ 
メデス の 法則が 此 論法の 骨子なる を 看取すべし。 

數の 中より 任意に 一つを 採りて 之を 0と名づく、直ち {-': 0に次ぐ數を 1 、逭 
ちに 1 に 次ぐ 數を 2 …… と 名 づけ、 又 直ちに 〇 に 先 だつ 數を 1 、 直ちに 1 
に 先 だつ 數を 2 と名づ く。 小なる 數を友 、大な るを 右に して、 數の 順序は 次の 
如し。 

▲I— 411 A [ Y ij — T 

CC , 2, L 0, L 2, 3, 

〇 より 大な る數を 正 數、 〇 より 小なる 數を貴 數と いふ、 〇 は 中性の 数な り 〇 
數 字の 上に 附記せ る箭 は、 其 數の 符號じ して、 常 . m の 記法に 於て は +又は 一を 


69 明 說の法 記 其 及 名 命の 數 （一 ) 


數字の 前に 置きて、 之を 表は ir o 此一節 に 於て 故ら に 常用の 記法に 乖け るは、 
依りて 論理の 了解を 扶 けんが 爲な 9。 ' 料の 如き 文字を 以て 數を 表は せる 場 
合には、 此 文字は 數 字を 代表せ るに ぁらず して、 一つの 數を {数字 及符號 を倂 
せて) 表は せる ものな 9 とす。 又 「直ちに a に 次ぐ 数/ 「直ちに“ に 先 だつ 數 」 
を 表は すに 0 : 一 t なる 記 號を用 ゆ、 是れ卽 ち 常用の 記法に て 二 rl と扔 
かるべき ものな 9。 「直ちに び に 次ぎ、 又は 直ちに 汉 に 先て る數」 とい ふべき 場 
合には^ を 用 ふ。 同一の 算 式の 中に て、 土 又は 1+ の 重 記號を 用 ふる 場合には、 
各 處上號 、又は 各 處下號 を 採りて、 二 個の 翦實を 得べき ことを 示せり 0 例へ ば 
0 + は r 、 0- は ]: 、 又 (1) + は 2 、では0を表はし、 

、 ( 一 H. V ( 一 If 

は 8 +〉 ^ +及 8 !> ^ 1 を倂せ表せるが如し。 

凡て ぁる 數に 直ちに 次げる 數及 直ちに 先て る數は 各 唯一 個に 限り 存在せ るが 

故に、 5 中 ミ 


審 再の 法 算則四 及數負 


70 



又 r "H- = > と ％ / とは 同一の 事實を 表せ 9 。 

{二) 

廣義 の數に 適用 せらるべき 一種の 算法を 次の 等式に ょり〃 て定 むべ し。 

(為， 0 ) 卩為 

!=! • ( ? /')"(、/;)+ 

第二 等式の 意義は、 S と 直ちに 6 に 次ぐ 數と に此 算法を 施 こせる 結果は、 
とみと に此 算法を 施して 得た る數に 直ちに 次ぐ 數に 等しと いふに あり 。 T 
I も € み 力 如 和なる 數 なりと も 必ず 成立すべき ものと なす 0 
今 II に ^ てみ に 代 ふるに ^- を 以てする ときは、 

K * (rf, 6!) = (rfn 
を 得、 n、m を 一 括して 
11 f 

となす ことを ^ 。 - 


h a 
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1、 11 は 循環 的に 凡ての 數に施 こせる 此 算法の 結果を 與ふ 。例へ ばび を 1 と 
せんに 先づ I によ 9 て 

(T s » r 

次に n によりて 

( 一 , 一 ) n (1, 0+) = (l, s + 

さて ?1 0)は 1 にして 1- は 1 なるにより 

ny !■ T It 

(r 1) n 2 
同 趣の 論法に よりて 

Y It I ― Y I 1 

(L 2 ) = 2 f S 

又 

(TTT o 

*[v Ai ^1 

( 一 ; ^ I tr- 

一般に e を 如何なる 數な 9 とする も ? s は I によりて 定まれる が 故に、 II 
によ 9 て ) II 次 ? ， 1 ■) す …… 及 (</, T ) (315 …… を 定め 得べ く、 みを 如何な 
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る數 とする も、 r ルキノ デスの 法則に より、 斯の 如くに なし 行きて ^!兒に (5 3 
を 定め 得べ し。 I - n は 裳に 一の 算法を 定むる ものな り。 

今數學 的歸納 法を 用ゐ て、 此算法 の 諸 性質を 證明 せんとす。 

一、 組み合せの 法則、 (( a 二 >)：)- ? ( 夕 3 ) 

第一 段、 C が 〇 なるとき は、 I によりて 此定理 成立す る こ、 と 分明な り。 

第二 段、 C につきて 此 定理 成立す る ものと せ ば 


(( ? 》)， f J " 6. H- 

= ( 夕？， 0 1* 
H ? (夕 f i ; ) 
n (a, (6, C J ) 


n による、 

假定 にょる、 
* 

II * による、 
前に 同じ、 


-H 


卽ち此 定理は C につきても 亦 成立す。 

二、 (a> 、>v ? 6 H. 

II * にて は關 係せ る 二つの 數の中 後者に ± を附 せり、 こ、 に 證明 .せんとす る定 
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理に ありて は 前の 數に土 を 附 け /: り 0 

第一 段、 わが 〇 なるとき は 此 定理は I によりて、 無論 成立す。 

第二 段、 記法の 混 1 L を 避けん が 爲 に、 先づ此 定理を^ のみに つきて 證明 すべ 
し、 此 定理 6 につきて 成立す と 假定せ ば 


(、~+,/> J- = ? +, / と， 卜 

H { ? 气 ^ 
上？、、) 2 + 


IP による、 

假定 による、 

土の 意義に よる、 
II * による、 


卽ち此 定理は みに つきても 仍ほ 成立す。 rr + に 代 ふるに <7~ を 以てする とき 亦 
同じ。 

三、 ( p '/) - a 

第一 段、 “ ⑦ 〇 なるとき (i 論を 俟 /: ず。 第二 段、" より f に 移らん に、 IP に 


よりて P ミ Jr " (0, ル さて 旣に (0, 3 -ミ なりと せる が 故に (0, \ ぃ) 


- H H 
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四、 交换の法則($ゥ)=(夕 3 

ニニ ニは 實は此 法則を 證明 する の 豫備な 9 しな 9。 第一 段、 みが 〇 なるとき は 
交換の 法則は 三に ょりて 無論 成立す。 第二 段、 此 法則む につきて 成立せ りと 
假定せ ば 

K 5)= 7 ，な ^ II* による、 

H f 3 ^ 假定 による、 

= (e ^ c 二に よる、 

卽ち 交換の 法則は# につきて、 隨て むが 如何なる 數な りと も、 成立せ り。 
組み合せの 法則と 交換の 法則と 旣に證 明せられ たる 上は 第二 章 (四) に說 きた 
る 定理を 此 算法に 適用し 得べき こと 論を 俟 たず。 

五、 s V 0 ならば、 C を 如何なる 數とな すと も ^ , ^ v ? 3 なり。 

びに つきて 數學 的歸納 法を 適用せ ん に、 第 一段、 びを 直ちに" に 次げる 數 W 
となす ときは、 勿論/' V 。 さて ^ % は 二に よ 9 て (夕， + に 等しき が 故に、 
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㈡ 


(ミ， r ) > (夕 2 卽ち當 面の 定理は びが；^ なるとき 旣に 成立せ り。 第二 段、 び 
より 十 s に 移らん に、 (5 3 n F ，)+ V (>'0 さて ( p’o > (夕 、) なり. とい ふ 
が 故に、 大小と いふ 語の 意義に よりて、 T +iv ? 3 なり。 是故 に、 此定理 は 
びが 6 よ 9 大 なるとき は ® に 成立す O e がみより 大な ると きは 0 て/) も 亦 
? 3 より 大な るべ し。 

六、 a - Yh // > /> より ( 5 />、) V ? 、>) を 得 0 
五に よりて $ V S より 

Ki V ? //) 

又、、 V r より 

( 5 、') V K 、>) 

を 得、 此 二つの 不等式は 六を 證 明す。 

七、 ' みの 大小、 相 等と F 各 52 の 大小 相 等とは 相隨 伴す。 

此定理 は 五に よりて 容易に 證明せ ら るべ し。 
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八、 此處に 定められ たる 算法は 一價 の轉 倒を 許す。 詳しく 言は V ' び、 r が 如何 
なる 數な 9 とも 

5 , 5C) = C 

なる 條 件に 適合せ る 數尤は 必 、而も 唯一 個に 限 9、 存在すべし。 

之を 證明 する こと 次の 如し。 先づ C がび と 同じ 數 なりと せ ば r , を 〇 となし 
て此條 件を 充實 する ことを 得。 今 f の與 へられた ると き、 t が 如何なる 數な 
りと も此條 件に 適合せ る數％ 存在す と假定 し、 例へ ば 。 なり とせば 
II によりて？？ > J * = ( S 3 片 n I 是故に r に 代 ふるに \ を以 て するとき は、 
おに 於て、 上の 條 件に 適合せ る數を 得へ し。 是 に 於て 數學 的歸納 法の： 刚 段 完 
きを 得た 9。 

さて 上の 條 件に 適合せ 〇 數は t 、 C の 定まれる 上は 唯一 個に 限りて 存在 L 得 
べきは， 七に よりて 道ち に 明 了なる べし。 
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能 可 の 法 減 


1-) || 廣義 の數の 中、 〇 に 先て る ものを 盡く 除却して、 唯 

1 (T 1 IT Y 

p l> cc) > cc 

のみを 保存 するとき は、 此 等の 數 相互の 間、 大小の 關係 は、 全く 狭義の 順序 数 

p i^ to JO 

に 於け ると 同一に して、 兩者を 區 別すべき 所以の 者 全く 有る ことなし。 廣義の 
數は其 一部と して 順序 數を 包括せ り。 

前節に 於て 定められた る 算法を 〇、 r 、 2 ::: のみに 適用 するとき は、 是れ卽 ち 
順序 數の 加法に 外なら ず。 げにも 順序 數の 加法は 1、 11 の條 件に 適合せ る こと 
明白な り、 さて 1、 11 は 一定の 算法を 定 むる ものなる が 故に、 前節の # 法は 加 
法と 異なる ことを 得ず。 前節に 於て 證明 せる 諸 定理が 順序 數の 加法に ti せる 
諸 定理と 趣を 同く せる こと、 怪むに 足らざる なり 0 

是 故に 前節の 算法を 廣義 の數の 加法と 名 づけ、 常用の 記法に 從 ひて ( S 三 を 
表すに s e を 以てすべし。 
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前節 最終の 定理 八は 順序 數の 場合に 於け ると 大に其 趣を 異にせり。 此 定理は 
廣義の 數の範 圍內に 於て は、 加法の 逆卽ち 減法の 凡ての 場合に 可能なる べき 
を證せ 0。 c H ( a , 7>) を & n 。 S と 書く ときは、 第二 章 (五) に 揭げた る 減法 
負. li の 諸 定理は 廣義の 數につ きて は 盡く無 條件 にて 成立す。 今 : K i 明を 反復 せん 
Mil は 無限の 耐 忍を 讀 者に 要望す るに 似たり。 

四 一正 敷. 

e^J IMt i Y t! T 

貝 一 一, 2 , 3 

^ 一は 順序 數 1、 2、 3 と 全く 同一なる が 故に、 今後 JE 數を 表すに 其數字 に 冠 

のせる 箭を 撤去して 之を 自然 數と區 別す る ことな かるべ し。 〇 ょり •小なる 數卽 

審ち貢 數 • 

tr C1 3 •: … •： 

一 

一は 次の 等式に 適合す、 

I 1 HQI 一 , 2 = 0 丨 2 

一ー ニ . 一般に st n 0 丨 n 


三 


減 

法 

0 

可 

能 


但 最後の 等式に ありて はれは 正数を 表は せり。 此 等式は 數學的 歸納 法を 川ゐ 
て 容易に 證 明すべき ものな れば 、其證 明を ば 讀者の 練習に 資せん とす。 


今後 1 、 |2、 3 


を 表すに 常用の 記法 


一 L t to 』 卜 0- :• • « • ••• 


を 以てせん とす 0 

> 文說 明せ る廣義 の 數を整 數とレ ふ。 

此處に 正 數貢數 の 大小の 關係及 加法、 減法に 關 する 事 實の中 特に 二三を 反復 
して 思想の 明確を 期すべし。 

び、 C 共に 正數に して、 C は e より 小なる ときは r I ミなる 或 法は 自然 m の 
範圍內 にて は 不可能な り。 今 正 數 a ~ を" と 名づく I 文 


it i a u i l 


9 


にして 此 減法の 結果は 夏 數 なり。 

凡て 正 數は〇 より 大 、貢 數は〇 より 小な り、 從て 凡て 正 數は資 數 より 大なり 。 
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so 


一般に' 6 を 以て 正 又は m の數 とな t とき、 3 !、、 が 正數 又は ft 數 なる (: 隨 
て e はみ より 大或は 小な り。 げにも (二) の 七 {•: より. て S 1 /> と 〇 との 大小 
は ミ— / > + 、、卽ち“と 0 +/、卽ちみとの大小に隨俘すべきなり0 
e 、 むを 正數 とな さば は 貢 數に して 其 大小は ^ みの 大小に 反せり 〇 げ 
にも (丨、こ|(— 5 卩 0 —5)| 5 丨夕) 

右邊の 式を 第二 章 (五) の 定理を 用ゐ て變尨 し 

( 丨 5 ) 丨 (丨、 、 ) H — ，、 

を 得。 是 故に ■ 

S AV 、> と亚 ハに ? 3 — (—'O VA 0 卽ち (—' 、 ) \/A {—、>) 

びが 如何なる 數な りと も、 丄 ，を 以て、 

Q + (1'，) 卩 〇 

なる 條 件に 適合せ る數を 表し、 S ! ミを 反對 の數 と名づ く、 例へ ば" を— 一と 
せ ば、 之に 反對 せる 数卽ち は 1 なり。 






SI 


一統のと 法 減と 法 加 


㈤ 


或數を 加 ふるは 之 (': 反對 せる 數を減 ずる {: 同じく、 又 或 數を咸 ずるは ケ 
對せる 數を加 ふるに 同じ。 げ .にも/. + f / を C と 名 •つく 


，一反 


f? nM 


1+ ? 十 (— a )} " {'二- (—' f )》 + 




卽 ち。 + T 3 は 


6, == 8 + S 


の W に 代入して、 此 等式を 成立せ しむべき 數 な^/よ 9 て 


卽 ち 


» = » + (丨 ^ 一 


e 丨 (— a ) = 屮灸 


みに e を 加 ふる も 又はみ ょりび に反對 せろ 數を 減ずる も 其 結果 同一な り 
f に 代 ふるに e を 以てせば、 此 等式は 6 ょり“ を 減ずる は、 みに“ に 反對せ 
る 數を加 ふるに 同じき を 表せ .9。 正 數 、貢 数を 打して 一 ® とせる 廣義の 数の la 
圍內 にぁり ては、 加法、 減法、 其 致 一な 9。 


審 再の 法 算則四 及數資 S 2 


〇 は 〇 自らに 反對 せる 數な .9。 び 若し 〇に あらず ば re , 丄， の 中 I は 正数 (■: 
して 他の 一は 資數な 9。 げに も假に 3 i 共に 正數 或は 共に 質數 、卽ち 其に 
0ょり大又は共に0ょり小なりとせば、其和$+7ミ)も亦或は0ょ：^大或 
は 〇 ょり 小なる べき 筈な り。 相反 對せる 二つ の數の 中、 正 數なる ものを、 此等 
の數 の絕對 値と 云 ふ、 ^ ! A の絕對 値は 同一な 9 。“ の絕對 値を 表すに 1 な 
る 記. 號を用 ゆ。 例へ ば“ を— 5 とな さば M = 5. 

“ 、ルの 絕對 値を び、 みとな すと きは' 0 の 和の 式次の 如し。 

共に 正、 a + s ^ V 0 
“、夕共に員、 、/ + /5 = I (袋 + 、> ) A 〇 

a 、 cn . の 中 一 f a v e P + ^ nu a I cr v Q 
は 正、 一は 貴、 一 a At a 十/ wo H I (、> — a ) 〈 〇 
正 貴の 數 を其大 さの 順序に 排列せ る 式 

13 一 —2, IL P 1, 2 , S … …… 


S3 


義 意の 上 用 應の法 加 


|| を 利用して、 次の 如く、 加法の 應闲 上の 意義を 定むる こ， こを 得： 0、 “ に 正 數 6 
|| を 加べ て 得べき 和は 直ちに e に 次げる 數 より 順に 數へて 第む 番目に 當れ る數 

1| にして、 又 。に a 數— 。を 加 ふとは 直ちに e に 先て る數 より 逆に 数へ て 第む 

••• 

|| ^ 目に 1 れる數に 3: るへきの ^ なり/此處び の 正 置は 措て 問は ざる こと ^ を 
俟たず 。 ' « 

:げに も 加法の 意義を かく 解釋 するとき は 前節の I、n の 成立すべき こと S 白 

I なち びには 〇 を 配し、 道ち にび に 次げる 數には I 、 又 直ちに 之に 次げ. る 數に 

一 は 2 を 配し、 次第に 斯の 如くな し 行きて 竟に むに 配 せらる、 數を r と 名 づけ 
| ん に、 若し 更に 一步を 進めて、 直ちに f に 次げる 數に 移ら ば、 こは 勿論 6 の 次 
|| の 順序 數に配 せらるべき ものな 9。 みに 代 ふるに-‘ を 以てする ときは、 上の 
~ 說 明の 中 「次ぐ」 と 云 ふ 語に 代 ふるに 「先 r : ? を 以てすべき な 9。 “ にみ を 加 
|| ふる 此手續 きを 6 の 〇 なる 場合に 適用して^ •節の I 成立す となす ことは、 

一 よく 此 意義に 調和せ りと いふべ し。 
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lio 樣に して 又び ょり IE 数む を 減ずる は C には 〇 を 配し、 直ちにび に 51 てる 

& には 1、 又 直ち {: 之に 先て る數 には 2 を 配し 行きて 竟に 6 に 配 せらる 

べき 数に 至る をい ひ、 又 を 減ずる は 逆の 方向に 此手續 きを 行 ふを いふ も 
のとせば、 むを 減ずる は！。 を 加 ふるに 同じく、 又— > を 減ずる は 6 を 加 ふる 
に 虱 じ、 とい ふ 前に 述べた る 加法、 減法の 關 係は、 遺憾な く又最 明亮に 解釋せ 
らる A を 見るべし。 

質 數は又 物の 數の增 減を 表は せる ものと して 解釋 する ことを 得。 五 ■が 特殊 
の應 用に 固着せ ずして、 抽象的に 貴 數及其 加法、 減法の 意義を 定め r : るは、 一 
見 甚だ 唐突、 不自然、 形式的なる 觀 ぁるに 似た 9 と雖 、熟ら 考ふれ ばかく 袖 象 
的に 根本的の 觀 念を 定む るは、 却て 其 觀念の 應 用の 區 域を 擴大 する 所以なる 
を 知るべし。 第一章、 第二 章に 於て 說 きたる 自然 數の觀 念 及 It ハ 四 IW 算法の 意義 
は、 物に 順序を 陚 する こと 及 物を 數ふ とい ふ 特殊の 應 ;!1 上の 傾向を 蕊礎 とな 
せるが故 (: 、一方に了解し易きの利ぁると亚ハに、一方には論法の藤雜なること 


% 義 意の 上 用應と 義定の 的象抽 


及應 用の 範圍の 始めょり 限定せられ たるの 不利 ぁ 9"洌 へば 數は畏 さ、 時 1111 の 
如き 所謂 量の 大 さを 表は せる ものな 9 と考 ふるとき は、 再び 其 大小 及 加減乘 
除の 意蠢を 定め 再 ひ 其 se に 成 J / t へき 關係を 論 證 t る © 煩勞を 反復 t るを 
避け 難し。 數は 物の 順序を 表は せりと する も、 物の 数を 表は せりと する も、 或 
は量の大さを示せりとするも、此等特殊の應用上の意義以上に超立1て動か 
•さるは、 其 基本 原則 及 四 則の 定義 (例へ ば 加法に つきての 前節の I 、 n ) なり。 數 
の 加法を 特殊の 實際 上の 問題に 應用 せんとす る ものは、 宜しく 先づ芄 ， 7;|| 法、 と 
稱 する 所の もの ゝ 果して、 ょく 前節の 1、 11 の二條 件に 適合せ る や 否やを 食す 
べし。 若し 此二條 件に して 充實 せられな ば、 前節に 說 きたる、 組み合は せの 法 
則、 交換の 法則 及 其 他の 定理 も盡く 成立すべきな り。 斯の 如くに して 個々 の特 
殊 なる 應用 上の 意義 (: つき、 一々 同 趣の 推論を 反復す るの 勞を 避く る ことを 
得べ し。 第二 章 (四) に 於て 算法の 順序に 關 する 一 般の 定理を 特に 加法、 志く は 
乘法 に關 する ものと せず して、 一般の 假定の 上に 其 基礎を 置きた る 所以の 者、 
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i 實は こ、 に說 きたる と 其 精神を 同じく せるな り。 

I .•(四) こ 
I 一 (二) に 於て 廣義 の數の 加法に 袖 象 的の 定義を 典へ、 此 定義を 前提と して 加法の 
| 諸 性質を 證明 せる に當 りて、 思想の 紛亂を 避けん が 爲に 故ら に 力. 法の 常用 夺" 
|| 法を 用ゐ ざり し 用意は、 此處に 再び 同樣の 見地ょり. 乘法を 論ぜん とする に 際 
一して は、 旣に其 要を 認めざる べし。 

一乘 法とは 次の 等式に ょりて 定めら る" 算法な り。 

I. 〇 = 3 

| II. = 51 . e + S 

一一 . 

ji n に 於て みに 代 ふるに、、 1 一を 以てせは 

ij ノ 

一 《二、 > 丨 一 ) “ ミ、 丨 

! を 得、 之を n と倂せ て 

一一 II * へ f 、 5 1+ 1) = ミ> 1+ <7 


S7 


義定 の法乘 


㈣ II を 得。 

1 、 11 は 循環 的に 一種の 算法を 定むる ものな り。 冽へ ば び が 〇 な 
きて言はんに、先 1 によ 9 て 

P 0 - 0 

次に IP によりて 

0 • ( i-f l) H p s It 1) n p o H- 0 H 〇 
0. (±2) K 0, (± 一 ± 1) ：= 0. (±1) ± 0. 一 卩〇 

一般に 

pro 

なるべき こと、 數學 的歸納 法に よ 9 て 容易に 證明 せらるべし。 

又 IP を 用ゐて 一般に 

、/• 一 = S. 

a ‘ (±1) 卩 ± '、' 

? ( 丨一 ) n I ^ 
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を 得。 

又 e を ±1 となす ときは" 前の 如くに して 一般に 

( 1 + 1 ) 7 > = ±6 ( 2 *) 

を 得。 びが ±2 、 ±3 等なる 場合には 斯の 如く 簡琿な る 一般 S . 結果を # ざれ ども 
乘 法の 結果が 凡ての ゎ につきて、 或 定まりた る數な ろ ことを 確め 得べ し。 

次に 揭 ぐる 乘 法の 諸 性質は、 いづれ も數學 的歸納 法に ょりて 證明 せらるべき 
ものにして、 其 趣 (二) の 諸 定理に 同じ。 

一、 加法に 對 する 分配の 法則。 

a ? + c) = + ts c>) 

(6 + c) 、 ミ + o r 
( 3 ) の ^ 。 第一 li 、 c の o なるとき 此 定理 明白な り。 c ょり， • l - f - 1 に 移る に 加 
法の 組み合せ 法則 及 I 、 n を 用ゐて 


1 ' 


乘 

法 

の 

性 

質 


' 1 6 -f ( s c l-h n 4176- T- s f r : l-r l ) 


c = 丨 h となせ は 3 よ 9 


( 5 ) 


(r) 


€&• ? />) u — a 3 

を 得。 是故に ( 3 ) の c に 代 ふるに -- c を 以てして 

為( な dboynaei: fs 

を 得。 

⑷の證 。びに つきて 數學 的歸納 法を 適用す。“ ょり S ± 一 

(6 十 c)(a±l ) = (6+ ， x f !+ (6 + c) "7 5 + m± c- ±c 

A ぎ ± 3 + ( § ± a T t(s ± 一 ) 4- i ( a i-f l ) 

始めには II * に 於て e に 代 ふるに。 十。 又む に 代 ふるに“ を 以てせ 
は 加法の 性質 及 II * の簡單 なる 應用に 過ぎず。 


移る 


1 :!: ハ 他 


特に。 。 丨 * となせば 


丨 5 S 卩 丨 ( ? 7 .) 


S) 


を#。 之を 利用して 
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(/、 1+ (*) a = ' 5 1 + i 


を 得。 

⑻ 、⑷ を擴 張して 


為 ^ 一 -}- ^ + … 

( ダ 4 b l - …： 


,_ +、>,,) = 5 />1 丄 . » .? + … … + a ^ 

4 • b し n ” ^ wl s 4 • 6/f -r + へ、 ^ 


を 得。 

ー ー*奶 か 合せの 法 l ! j ° 

(ミ >)5H a ( ? 、) 

C につきて 數學 的歸納 法を 適用すべし。 


(1 、 $ !+ 1) U ( ミ >)3 14- (I) 

== r 二ぎ) + 9(±: ^ 

H な、 {( ? こ： t ^ 

：=：： f 二、 二 c l-h l ) } 


(*3 


(35) 

(• 1 ) 


三、 交換の 法則。 


(7) 


どに つきての 假定及 I 
分配の 法則 (3) 
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質 性 の 法 乘 


㈣ 


^ /> =■ / ミ' ( 2 
むが 〇 なるとき は⑴ 、.ゎが ±1 なるとき は (2) 、 (2* にょ 9 て、 此 定理 旣に 成立せ 
り。 &に つきて 數學 的歸納 法を 適用す るに 特別の 麗 ぁる ことなし。 

四、 符號の 法則、 符號 同一なる 二つの 數の 積は 正数に して、 符號 異なる 二つの 
'數の 積は a 數 なり。 

證 。び 、 6 共に 正數 なるとき は 其 積の 正數な る こと 明な り。 さて (5) は i —艺 
の 貴數な るを 示し。 (6) 又は 交換の 法則は 下 5 •。の 貴數な るを 示す。 (— 5 X 
{—三 は (5) にょりて 其符號 (io の 符號に 反す、 故に ? ^ (—5 は 正数なる を 
知る。 

積の 絕對 値は 因子の 絕對 値の 積に 等しき こと 明白な ぃノ。 

五、 3 > 'なるとき 6 若し 正數な らば 又— > なり、 ゐ 若し賓 數な らば 
却て、、 6 < 、'、、なり。 

，，丨 IV 0なるにょり ^ !气て、=ミ>-气、>の符號はみの符號に伴ふな9。 
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自然 - ic の乘 法は 1、 11 の條 件に 適合せ るが 故に、 此處に 定めた る 算法を 自然 數 
に 適用す る 限り、 其乘 法と 異なる 結果を 與 ふること なきや 明な り。 

或は 又 更に 一歩を 進めて 次の 如く 乘 法の 應用上 の 意義を 定 むる ことを 得" L 3 
く、 或數 びに 正數 A を乘ず とはび をむ 個 加へ 合は する の 謂に して、 びに 質數 
i を乘ず とは、" に 反對 せる 數 I 。 をむ 個 加へ 合は する の 謂な 9 。更に び に 
〇 を乘ぜ る 結果は 〇 なり. との 規約を 附加 するとき は、 斯 くして 定められ /: る 
算法は 果してょ く I’ II の二條 件に 適合せ る ものなる こと nj-l 白な り、 故 (: 此 
算法に つきても 亦 前に證 明せ る 諸 定理の 成立すべき を 知るべし。 (前節 結尾の 
注意を 參照 せょ) 

乘 法の 逆は 正數 置數の 範圍內 に 於ても 亦必 しも 可能なら ず、' みの與 へられ 
たると き 

a u h, e 

なる 如き 數 C 存在 するとき は、 斯の 如き 數は 唯一 個に 限り' 存在し # べし。 而 
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乗 

法 

0 

性 

質 


して 又 同時に マニ" 1 二 J1 なる が 故に 數の 整除の 問題は 道ち に 正 數の範 IM 
內に歸 着す。 

除法の 可能なる 場合に ぁりて は、 第二 章 (五) に揭げ たる 諸 定理の 正数 及 貴數の 
全 範圍に 於ても 仍ほ 成立すべき こと 勿論な り。 

第 四 章.. 整除 (: 關する 整數の 性質 

整除" 倍 數 、相 合式 及ガク スの 記法、 剩餘 の馈 張、 相 合式の 性質 0 十進法に 於け る 特殊な 
る 整數の 倍數の 鑑識 〇最 小公怙 數及 最大 公約 數〇 二つの 數の 最小 公 倍 數及 最大公約数、。 ホ 
アン ソ！ の 幾何 學的 說明〇 一次 不定方程式、 I 般の 解答の 決定、 オイ ラーの 解法 0 素数 及 
合成 數 、合成 數の 素數 分解、 ュラ トス テ ネス 0 篩、 素數 0 數に隈 りなし 〇素数 分解の 應用 

(一) 

6 を 正數 とし、 其倍數 


3 夕！ 2 タータ 0, 夕 2 夕 窆 


を大 さの M 序に 排列す -〇 とき、“ 若しむ の 倍数なら ず ば、 •んは 必ず 二_ の 接 





3^*^^15233^ 麗— _3_^^ほ？^1| 議 f — 議 “|糧| 
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續せる 6 の 倍数の 中間に 落つ。 今 

冬< $ 八 ('/ + 1 X V 

なり とせば 

a 1 <jb 卩 r 

はむ ょり 小なる 正 數な り。 

此觀 察ょり 直ちに 次の 定理を 得。 

一、 び、 む 9 V S の 與 へられた ると きは 

a h qh 十 y 、◊‘ . llv o 

なる 條 件に 適すべき 整数 ^ ” は 必ず、 然も 唯一 組に 限り 存花す 。(第一 
(七) を參 照すべし。) 

列へ ばな、 n —12, /> = 切 とな さば 

丨 S x 5 〈丨 12 〈 —2 x 5 
^ 1= 丨 3 > ‘• n 3 • 


E j む 個の 連續せ る整數 
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1; 2 二 、、+ 8 ? <Y -f 、> 1 1 ( 、、 v 0) 

の 中、 6 を 以て 整除し 得べき ものは 唯一 個に 限り 存在す。 其 故 如何にと いふに、 

先づ 

s n S + o iiA r A fJ 

よりび 及す を定 むる とき、 r 若 L 〇 に 等しから ば： 旣に* を 以て 整除し 得 

べし。 r 若し 〇 に 等しから ず ば ^ = I •は 1、 2、 3 C —1 の 中の 一 

つに 等しく、 而 して。 if " ミ, 二) はみ を 以て 整除し 得べ し。 是故に 前に 揭 
げたる み 個の 數 の中少 くと も 一個は みを 以て 整除し 得べ し。 然れど も 前に 揭 
げ た るみ 個の 數の 中れ を 以て 整除し 得べき 者 一個より 多く ぁる ことなし、 It ハ 
故 如何にと いふに 6 を 以て 整除し 得べき 數二 個の 差は 其絕對 値少 くと も 6 
を 下らず、 然るに ( 1 ) の 諸數の 中 いづれ の 二 個を とる も其盖 の絕對 値は みより 
パな り 

是 (: よりて 考 ふるに 或 整數が 他の 整數 にて 整除し 得べき は 極めて 特別なる 場 
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合に 限れり。 整除と いふ 事が 整数論に 於て 甚だ 重要なる 位置を 占む る こと、 誠 
に 故 ありと 謂 ふべ し。 

a か ^ にて 整除 せらる、 ときは“ を 4 の倍數 4 を“ の 約 數と云 ふ。 

二、 '， び 共に d の 倍數な ると きは' が の莉 及逄は 共に" 0 倍數な 9 。 

證 、びは d の倍數 又， びは d の 倍數な るが 故に、 ミ" ミク。、 n こ/ミなる 如き 整 
數 ^ ゲは 存在す。 さて $ ± ^ “ ^ 1+ く、) A にして 4 1 + ぐ、 は 亦 整數な るが 故 
に、、 ± I は d の 倍數な り。 此定理 は 又 W の 倍 數二個 以上の 場合に も 適用せ 
られ 得べ し。 

三、 びは みの 倍數 、むは 4 の 倍数なら ば、“ は 又" の 倍数な 9。 

證、 |7丨 rf 、 夕？ > = なる 如き、 整數气 が 存在す るに より，'、 5 (// 5 SI 1 ち 
$ H ^ w/ r fsi 而し て ^ ^ は整數 なる が 故に“ は J の 倍數な り。 

一般に' fro 、 も：： A 等の 整數あ 9 て 各の びは 其 次の びの 倍數な ると きは、 

最初の ^ I は 最後の' の倍數 なり。 




11111 
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t、 


相 
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尙汎、 


«r 

f 


'は 各げ の 倍數 に/して、' 仏 




仏は隨怠に定められ 


る整數 なるとき は 


、/ 1 5 + '/ 2 32 






も 亦 d の 倍數な ザ。 

气 みなる 二 個の 整數の 差が S の倍數 なる •ときは、 び、 6 は S を 法と して 相 合 
へり、 又は I を 法と して 汉 はゎの 剩餘 、みは“ の 剩餘な 9 と 云 ふ。 此事實 を 
書き表は さんが 爲にガ ウスは 次の 記法を 用ゐた り。 

a ⑴ b , 百 o fh 73 

St—.— (ml>m) とはな ほ 「$ を 法と して」 と 云 ふが 如し。 斯の 如き 式を 相へ 口 
式と 云 ふ。 

び、 みか 训 を 法と して 相 合へ る數 なるとき は'、 丨 n 遗 て 

a H h 七 qp 、> "5 +( 丨 r/Vm 

なり。 但こゝ に 7 と 書ける は 正 又は 置の 整數 なり。 此 場合に“ をみ の 剩餘、 
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C 


みを びの 刺 餘芴論 g を 法と して) なりと 云 ふは、 普通の 除法に 於け る 剩餘と 
いふ 語の 意義を 擴張 せるな り。 實に もび を § に て 除して 剩餘 ”を 得たり； こ 
せ ば t と” とみ 差は I の 倍數な 9、 卽ち こ、 に 謂 ふ 所の 意義 (: 於‘ 

を 法と してび の剩餘 なり。 

びが 與 へられた る 整数なる ときは 

5 + 


なる 數は、 f が 如何なる 整數な りと も、 必ず S を 法と しての ぴ の 剩餘な ナ。“ 
を I にて 除して 得べき 剩餘 (除法の 剩餘は 卽ち $ + I の 如き 數の 中に て最 
小なる 正の 整數に 外なら ず。 故に 之を 肌を 法と しての びの 最小の 正の 剩餘 
と 云 ふ。 r が 俱令 法と しての® の 最小の 剩餘な ると きは 

J* == a + m， Q h r A m 


にして 


= a + ('£、 I 一 ) p 


/l*v 


合 


式 


は 其 絕對値 S ょ 9も小なる置數なり。さてデ、，广の中少なくとも一方は絕對 
値に 於て S の 半を 超えず、 唯、 S か 偶數な る 場合に 於て、 + ' H 0 なること 
あり 得べ し。 . 


マ 识 a ( VM C ^ . O / 二 


2 H 11A ミ 


なる 二 個の 條 件に 適する 數 P を S を 法と しての びの 絕對的 最小 剩餘 と i : ふ。 
例へ ば 飢 を 12 となす ときは 


co w m 8 卩 14 


01 /. 12 ) 


にして 8 は 32 の 最小の 正 剩餘、 は 絕對的 最小の 剩餘 なり。 又 

丨 4 ro m —6 w G (ilz. 12) 

にして 6 は— 42 の 最小の 正剩餘 、又 6 も 1G •も 共に— 4 2 の 絕對的 最小の 剩 
餘な り。 

びが‘ の 倍數な りと いふ 事贤を 

5^0 (ミ 0 ¢/* $こ 
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とい ふ 相 合式に て # き 表は す ことを 得べ し。 

相 合式は 等式に 類似せ る 性 fl を 有し、 加法 減法、 乘 法に 攔 L ては 恰も 等式の 如 
くに 取扱 ふこと を 得べ し。 

-: a S 5 /> ⑴ 7 / (' £ 1 7 ‘ I) なら 、/ !+ 、> w \ :t ^ (— ミ • §) なり。 

證、 $ ! 5 /> i は * に S の倍數 なりと 云 ふが 故に ? ± 5 i (气 ± 5 ® 
ち ? 丨 3 ±(、>丨//)も亦|の倍數な9。 

同一の 數を法 とせる 二 個の 相 合式を 邊 々相 加へ 又は 減じて、 扔同 一の 数を 法 

とせる 一の 相 合式を 得。 乘法 につきても 亦然 り、 卽ち . 

二、' f ' m 5 6 川 6、 ( iis ^ m ) なら 文 ミ、 ⑴' f 、、>、 ( ms ’ s ) な 9。 

證、 3—ミは讯の倍數なりと云ふが故に($|<>>卽ち| — <さも亦.3の 
倍數な り卽ち 

aJ> w a_b {mod. m ン 
又 t — 2 は S の 倍數な りと 云 ふが 故に 
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式 


合 


相 


a:> w a 7 >、 {mod、. J 3 

よりて 二) によりて 

ah s a TZ {mo p m} 

一 及 二の 前提を 成せる 相 合式の 數二 個より 多くと も、 同様の 定理は 必ず 成立 
すべし、 一般に 

. ft ⑴ fi J- h m f < e ⑴ \/ms r -i} s> 

なるとき は 

レ- ( ) 川 レバ 7 U / V ベ ) ( ‘1/• m ) 

こ > に みは 任意の 整數 にして V 一は 其 次に 書ける 如き 積 若 千の 和を 表は せる 
ものな り。 此事實 は 一 及 二の 直接の 結論な 9。 

斯の 如く 加法、 減法 及乘 法に 關して 相 合式は 等式と 同樣の 性質を 布せ りと 離、 
除法に 關 しては 必 しも 然ら ず。 例へ ば 

2 • 5 m 2 •一 (—.8) 

より 兩 節を 2 にて 除して 
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? s、z. 8) 


とな^^ことを伯汗^^ 

f ) 

十進法に 於け る 二三 特殊の 整数の 倍數を 鑑識す る 方法は 汎く 知られた 9。 

一、 2 及 5 の 倍數 、一 0 を 超えざる 2 の倍數 は P 2 > ナ 6> 8 にして 10 も 亦 2 
の 倍數な 9。 今一 〇 を t と 書く ときは、 凡て 正の 整數は 


^ 卩 (< 




3 ^ '，，) H 、 r 1 + + 5 2 、 + C 5 ; + '、〇 


と 書く ことを 得、 ^ ^ ^ > もは 十ょり 小なる 正の 整數 又は ^ の 外は) 〇 な 

9。％ は JI の 一位の 「數 字」 なり。 さて 、 m 〇 ? 1• 2) なる にょり 

L- ^ e s 、 7 .2) 


よ . SS て ^' 0 が o 、2、 




8 の 中の 一つなら ば 

〇 (§奚 2) 


卽ち J . は 2 の倍數 (厲 數) にして' 然ら ざると き卽 ち «0 が 1、 CO 、 5、 7、 9 の 
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の 一つなる ときは、 JL は 2 にて 整除し 得べ からざる 數 (奇數 ) なり、 此埸 合に 於 

ては 

k s 一 ( SS， 2 ) 

又 1Q は 5 の倍數 なる が 故に 

A m a、Q (wor 7 '• 5) 

にして 十 以下の 數にて 5 の 倍数なる は o 又は 5 に 限れる が 故に ユの 一の 位 
の 數字が 〇 又は 5 なる 場合に 限り JL は 5 の倍數 なり。 

二、 4 及 25 の 倍数、 10 は 2 の 倍数なる が 故に 1 00 は 4 の 倍數な り。 so を 紀 
數 法の 基數 となす ときは JL の 一の 位の 係 數はヌ ミ) H Ifl + 3 にして 

⑴ T J 多) ( £ ?、§ 7,4 〇 

故に 2 が 4 の倍數 なるべき 完全なる 條 件は 卽ち 十進法に 於け る d の 
末 二位の 數 字を 其 儘に とりて 作れる 數の 4 の倍數 なるべき ことなり 〇 例へ ば 

7 00 657 ⑴ 57 (§1• 40 
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こして 57 よ 4 の 倍 救に あらず、 57 W 1 (I. 4) よりて 

7 00 657 ⑴ i . ¥si) 

7865 7 を 4にて餘す れば最 小の JE 剩餘 として 1 を # べし。 

25 を 法と せる 場合に 於ても 

Kim (ffiao) (l ?* tc 5 ) 

なる 相 合式 成立すべく、 是に よりて 容易に 25 の 倍數を 鑑定す る ことを 得べ し。 
三、 9 の 倍數 、十進法に て 表は された る 正數を 9 にて 除して 得べき 最小の 正 
剰 餘は 次の 如くに して 容易に 求め 得らるべし。 

先づ 

m 一 (so ?- T 1) 

なることは 明白な り。 相 合式の 乘法に よりて 之より 

«r * W 一 (I 一 ) 

を 得。 



10.5 


識鑑の 除 整 


となす とき 


?vrw 


置か ば 


よ 9 


. n ( r 、„ H 5 七 + f / f lv - f ffJ'+'/o 


>, -= ^ 0 + ヌ丄_ …： ：： + f j + 


a t 忘⑴ a s nlt 一 f 一 ma 


z ha. 


( i ミ > .- 、— 1 ) 


/一 ⑴ ife 


ミ $?• (f 1 1 ) 


を 得。 是 故に J. を、— 一にて 除して 得らるべき 最小の 正剩餘 は、 .* 1. の 凡ての 
位の 數 字の 和 ^ を r 一 にて 除して rr らるべ き 最小の 正 剩餘に 等し。 ^ « し 
、丨1 ょり 小なら ば ^ は 卽ち此 剩餘 にして ^ 若し に 等しから ば . 1 は/— 1 
の 倍 數な 9。$ 若し 了 一ょり 大な らば 更に ^ のす ベての 位の 係數の 和 ^ を 
作りて 此の 鑑定 法を 適用す •へし。 
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例。 十進法に 於て 

二 _)67 

なる 數の與 へられた ると きは 

一 + 2 + 3 i 十 5 4 - G + 7 =28 ⑴ 1 9 


にして 實際 


なり。 


123456 719 x S 7174 ) + 1 


(囊> ?- 3 


S は 9 の約數 なる が 故に 十進法に 於て は 

k ⑴夂 (_'， 3) 

之より して 3 の 倍数の 鑑定 法を 得。 

r 股に， ，を 1 よ；^ 大な る整數 とするとき/を 基數 とせる 紀數 法に て 表され 
たる 數の 5 1 1 の倍數 なるや 否やを 鑑識す るに も 同樣の 方法に よる ことを 得。 
四、 11 の啬數 .、又は 一般に f を S 數とせ る命數 法に 於け る？ 二の 倍数。 
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整 

除 

の 

鑑 

識 


先づ 


I 1 


(so .- f + 1) 


いへ る 明白なる 相 合式よ 9 一般に 

(丨一 1 (1'?■ f + 1) 


を 得、 (丨 


に 於て 


とは ti が 偶數 なるとき 1、 S が 奇數な ると き " 1 とい ふに 同じ. 
A 上 f r 5 5 30 ) h ^ ^ s -r + ? 、 十 ^ , 


J>j = //〇 I + r .r — 


と 置く ときは 


J > (i .- f + l) 

故に 十進法に 於け る 11 の 倍数を 鑑定す るには 次の 法則に よるべし。 

先づ 2 の 最終の 位の 數 字より 始めて 隔 j の 位の 數 字の 和を 作り、 之より 其の 
他の 位の 数字の 和を 引きて 得た る數 を 1> Z と名づ くれば、 i を 11 にて 除して 得 
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べき 最小の 正剩餘 は J>t を 11 にて 除して 得べき 最小の 正 剩餘に 等し。 ハ ^ し 
〇 ならば 2 は 11 の 倍數な 9、 A 若し 絕對 的に， ょり 大なら ずして 〇 にあら 
ずは J>t 又は 若し 置なら ば 一一 + A は卽ち 求む る 所の 最小の 正 剩餘な 9。 /> 
が 邑 4 的に 10 よりも 大 なる 場合に 於て は A につきて 同樣 なる ( -/>! が 置 數 なる 
場合には 相當 の變更 をな して) 鑑定 法を 反復すべし。 

例へ ば 


又. 

さて 

よりて 

實際 


1234567 W 716 十 514 十 si 2 + 1 一 
123456 7 = (一一 X 1122SS) + 各 
1929090 ⑴ —9 丨 9 十 219 十一! S 

丨 CO 4 ⑴ 1(4— 2 ) y 12 

192909 0 W 丨 2 M 9 


192909 0 n (一一 x 175371) ， 卞 9 


( i — •一一) 


¥0 .- 一一) 


Z 


(1/. 一一) 
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(三) 

此 章に 於て 向後 用 ふべき 文字は、 特に 其 然らざ るを 明言せ ざる 限り、 常に 正数 
を 表せる ものな 9 とす。 

“、 み 、 C 等の 數のレ つれ もの 倍數な る 數を其 公 倍 數と云 ふ。 〇 は 凡ての 

數の 倍数と 見做し 得べき ものな れ ども、 姑く 之を 度 外に 置かん に、' み、 だ… 

の 公倍数の 必ず 而も 限な く 存在すべき ことは 明白な り。 現にび、 む、 C の 

積 又は 其 倍數は 皆' む 、 C の 公倍數 なり。 さて' 气 C の 公倍數 は 

汉、 6、 V …の いづれ よ 9 も 小なる ことを 得ざる によ 9、 此等 限りなく 存在す 

る 公 倍數の 中に 最小なる ものな かるべ からず。 之を' 气 5 の 最小 公 倍 

數と云 ふ。 凡ての 公 倍數は 最小 公 倍數の 倍數な 9。 其 故 如何にと いふに、 今' 

み、 C の 最小 公 倍數を 5 と 名 づけ、 パを 或 一個の 公 倍數 とな t とき、 若し 

"にして i の 倍數な らずは 、肌を 以て パを 除 し、 剩餘 として S より 小に して 
〇 には あらざる 數， $ を 得べ し、 卽ち 
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> u ^ m + m' . 
さてへ g 共に び、 ゎ、 C …： •：： の いづれ にても 割り切る 、が 故に， S も 亦 然らざ 

るを 得ず、 而も こは 肌が ^ む 、 C の 最小 公倍數 なるべし との 約束に 紙 觸 

せる にあらず や。 是 によりて 次の 定理を 得。 

一、 "若し“、 む、 C の いづれ にても 割り切れな ば" は 亦“、 み、 f 

の 最小 公倍數 にても 割り切れざる を 得ず。 

び C …… の いづれ を も 割 9 切る 數を其 公約数と 云 ふ。 1 は 必ず' み、 f …… 

の 公約 數な り。' み 、 C が 1 を 外にして 公約 數を 有せざる ときは' む、 

〇 …… を 公約数な き 一組の 數と云 ふ。 公約数な しとは 絕て 公約 數な きに あらず、 
當然 にして 極端なる 公約 數 1 を 外にして はこれ なしと 言 ふなり。 公約 數なき 
二つの 數を相 素なる 數と云 ふ。 ‘ 

a 、&、 C の 公約 數は ^ ' C の いづれ よ 9 も大 なること を 得ざる に 

より 其 數に限 あ 9。 是故に 其 中 一個 最大なる 者な かるべ からず。 之を び、"、 



Ill 
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(三） 


D 3 3 5 3 


C 


の 最大 公約 數と云 ふ。 び、 わ 、 f 


の - M 大公 ^ 數をゴ と^^ ”' 


.:ジ 


a = » / .- 、> = 6 、《 z,c = c 、 s: 


となす ときは vr、〆 には 1 を 外にして 公約 數 ある ことを 得ず。 如何に 

とならば若し 〇/ 、^、 〆 ：… •に 1 より 大なる 公約 數あ らば 其 一を g と名づ くべ 

し。 しかす ると きは U は' 6 、 C の 公約 數に して 且汉 よりも 大 なり、 而 

もこれ ベが ^ み 、 C の 最大公約数なる べしとの 約束に 反せる に 非ず や。 

び、 み、 の 公約 數は 凡て 其 最大 公約 數 d の 約數な り。 其 故 如何にと いふ 

に、 今 3 を 以て 公約 數の 一となさんにび、6、€ は 各 ば に て も 亦 3 (: て も 

割り切る A が 故に 前に 證明 せる 定理に よ 9 て' み 、 C は 各 d と' .〇 と の最 

小 公 倍數 にても 亦 割り切れざる を 得ず。 さて W にして 若し、 〇の 借數 ならず ば 
d と、 〇 との 最小 公倍數 はばよ 9 も大な り。 W の 3 にて 割り. 切る、 こと 裳に 
巳む を 得ざる 所 也。 是に ょりて 次の 定理を 得。 

二、 の 公約 數は其 最大 公約 數の 約數な り。 最大 公約 數は 凡ての 




i ^3 / *svsi^ t .3 
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議 議誦議 ■謂 画 1 漏*^ 


公約数の 最小 公 倍數な 9。 

气むな る 二 個の 數與 へられた ると き、 其 最小 公倍数 又は 最大 公約 數を定 むる 
は、' ゐの順 序に 關係 なき 一の 算法な り。 卽ち此 算法は 交換の 法則に 從 へり。 
又' 6 、 C なる 三 個の 數の與 へられた ると き : !•-!: ハ 最小 公倍數 は の ! ilft 序 
に關 係な き 定まり /; る數な り。 

今' 6 の 最小 公 倍數を g と 名 づけん に、 定理 一にょり て' む、 •，の 公倍数は 
必ず 1 、 C •の 公倍数に して、 又' T の 公 倍數は 必ず' ' C の 公 倍數な り。 是 
故に'' C の 最小 公倍数は 亦 t 、 6 の 最小 公倍數 S と.- との 最小 公倍數 に 
等し。 同 一 の 理由に ょ‘ 9 て ^ む 、 C の 最小 公倍数は 又 e とみ、 C の 最小 公 倍 
數 との 最小 公倍数な 9 。最小 公 倍數を 定むる 算法は 組み合せの 法則に 從 へり。 
最大公約数に つきても 亦 同じ。 

是故に 多くの 數の 最小 公倍數 又は 最大 公約 數を 求む るに 當て 、第二 章 (四) の 
方法を 遒 ■する ことを 得、 隨て此 算法は 畢竟 二 個の 數の 最小 公倍數 又は 最大 
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| 公約 數を 求む る ことを 反復す るに 歸 潘す。 

(四). 

e 、& なる 二數の 最小 公倍数を g と 名 づけ 

§ ,= 7S “ hh 

•- ■% .• し * 

となす ときは、 び、 みの 公倍数の 一なる 姑と いふ 數は、 g の倍數 卽ち⑽ は 加の 
倍數な るが 故に & はんの 倍數 、又 同様にし てれは 4 の 倍 數に して、 而も 

a " h? h " h a 》 ah y so 

ダは' & の 公約数な り。 然れ ども ダは 亦び、 むの 最大公約数な 9。 げに も气 
7^ には公約數なし、若し假に ^ ” ^ ^ 5? =7/ ^ ^ 〉1)なりとせは 

“ h- <一 “ h 一 h /. 

は' 6 の 公倍数に して 而も S ょ 小な りと © 矛盾の 結論に 陷るべ ければ 
なり。 是 故に 次の 定理を 得。 

一/二つ の數の 積は 其 最大公約数と 最小 公倍数との 積に 等し。 
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。ホア シソ 


. — はこの 論法に 極めて 趣昧 ある 幾何 畢 的の 解釋を 與 へ /: 


周を t 個に 等分し、 其分點 に 順次 P ブ 2 :…： k 丨 一 の# 號を附 す。 さ I 


一の圆 


f 


り 始めむ 個 每の 分點〇 ，ダ ^ を 直線に て 連結し 行く ときは' 分點の 數は 

固に 過ぎざる が 故に 竟 C は圓 周を 幾度 力 SL りれ る 後 r に 一た し 通過 -L る 分 
點に 到着せ ざるを 得ず。 而も 始めて 再度 逢着す る點は 必ず 〇 なり。 何となら 
ば 再度 列へ ばみ 點に來 9 得べき ため {: は 其 前 必ず 〇 點を經 來らざ るを 得 ざ- 

ればな 9。 ( 圖に泠 ては びを S むを 6 となせ り 0 ) 



今 分點を 通過す る ことれ 囘 、其 間圓 周を 廻る こ 
とた 囘 にして 〇 に復歸 せりと せ ば、 

ミ > " /S . 

なり、/ <7>は > 运 …：. 等の 中 始めて“ の倍數 とな 
a る ものにして 卽 ち' むの 最小 公 倍數な り。 同 
串に 又れ とたと に 公約数な きを 知るべし。 さて 
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朗說 の 的 學何幾 


㈣ 


此手續 きに よりて IH 1 內に 一種の 正^: 角 形を 畫き 出せり、 i £ 故に“ はんの 倍 
數 なること を 知る、 S ==/ ミ隨て 前の 如くに して'" の 最大 公約 數は 7 なる 
ことを 知るべし。 

此 幾何 學 的の 考究より ■學び 得べき、 尙 一の 重要なる 事實 ぁり。 上に 述べた る 作 
圖の 中に 於て 通過せ る 分 點の中 (矢の 方向に 圓周を 廻る ものと して) 〇 に 最も 
近き は 如何なる 點ぞ や。 若し 上の 作圖に 於て 逢着せ ' 6 分 點を 更に 〇 より 岡 周 
上の 分布の 順序に 從ひて 道 線に て 連結し 行く ときは (圖に て點 線に て 示せる 
如く) 卽ち 普通の 正れ 角 形を 得 V きが 故に、 此等の 分 點の中 〇 に 最も 近き 者 
は S 二， 卽ち びなる 番 號を帶 ベる ものに 外なら ず。 然るに 此點は 最初の 作圖 
に 於て、 〇 より' &個每 の 分點に 移り行きつ 、到着す る ことを ^ たる 點な るが 
故に、 


美 j 


7 ，、 /) ！ / r. 、 a 


0- 如き 關 #. 成立す るを 知るべし。 m 此處 がは みよ 9 も 小、 又 // は々 よ 


pyb 
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卜 なること 


勿論な- 9。 幾何 學 的の 假裝 を剝奪 するとき は 、 iii 事 m は r 數潇の 重 


要なる 定理と なる。 日く、 び、 むの 最大 公約 數を ダと し、 ミ > e u I となす 
ときは、 が はれよりも 、又 ^ はたよりも 小に して、 而も ^ o x r , 、 ••、ミなる か 
如き 整数が、 だは 必ず、 而も 唯一 對に 限り、 存在す。 然れ ども 又 上の 研究に 於て、 
e と 6 との 位置を 轉倒 する も、" は 依然として 變ずる ことなき が 故に、 >、、〈 ? 
> 、、 八 ゎにして 而も s H み、、 $ is 、、 ぐなるが如き整數气んも必ず、而も唯一對 
に 限り、 存在すべき を 知るべし。 

此 .等の 專實を 總 括して 次の 定理を 得。 • 


二、 e 、 むの 最大 公約 m をび とし？" ,? 、二、"、々、 と 置か ば 


a8 十 hy 


0 


なる方程式に適合すべき正又は貴の整數ぶ、がは必ず存在す。就中ぶがゐ 
よ 9かなる正數にしてがが絕對値に於てれより'小なる置數なる者 ? "、> 
丨 7'、) 及 ; JC が 絕對 値に 於 てれより 小なる m 數に して" がんよ 


U ノ 


な 
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理定の 論 數整 


(四) 


る 正数なる 者？ U -//,// U /〇 各 唯一 對に 限り 存在す。 

例へばネ”16>> = 6とせぶ1/"2.>"8, ^ "3にして 

1 6S + 6 // H ^ 

の 解答の 中 上文 特筆せ る 二對は S " 2 二/ n 丨 5 及 S = 丨 一, // a 3 な 9。 

五 口 輩が 幾何 學的 に證 明した る 事實を 直接に 論證 せんこと も 亦 容易な り。 今 

ヌ P (A ! 一 ) C? 

をみ にて 除して 得べき 剩餘蕞 小 正 剩餘 、以下 同じ) を 考 へんに 此等の 剩餘は 
I “ 、 の 如き 數な るが 故に 何れも' みの 公約 數な るび の 倍數な る こ 
と 明白な り C 而も 此等 の剩餘 の 中 相等しき 者 決して あ-る ことなし。 何となら 

ば 今假 に“ が は L 2 *、 I 一 の 中ょり 採りた る 二 個の 相 異なる 數に して、 

而も vie ! ミ， n ， ‘一/な I = 、なりと せ ば、 例へ X ミ V ミ、 となす とき、 ? — n 、 x > 
=(</‘丨</>を得、心にみょりも小なる數ミ丄，、を乘じて得たる積が旣に"0 
倍數 なりとの 許すべからざる 結論を 生ずべ ければ な 9。 吾輩の 作れる 一個 
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の 剩餘は 皆 相 異にして、 而も 盡 く“ 卽ち 、ミょり 小な 9 と 言 ふ 上は、 此等 <?) 剩 
固 餘ょ其 全體に 於て？ ^ 、 ? 1 1) f / なる 數と 同一なら ざるを 得ず、 卽ち 

其 中 一つ 而も 唯一つ がび に 等しき なり。 さて 例へ ば 

7 ’、>1/*•、'， = ry 

な 9 とせば/' 0 隨 て*、 < を にして 定理 一は 再び 證明 せられたり •。"、みを 
轉倒 する も 亦 同樣の 結果に 達し 得べき こと 勿論な り。 或は 又 をた を 以て 
除して # べき 最小 正剩餘 を // , と 名 づけ、 卽ち I ミ"，— > + 5 > v や、 v o と 


なすと きは 


卽ち 


(71/ I 7 ，)/> + ( A* 丨 A*、) = f/ 


一 k: a 


h: h = f / 


こして、/ i 、、 = 7 f I *.、 はれょ 9 小なる 正數な り。 

上の 定理を 特に f / u 1 の 場合 {: つきて 繰り返す ときは 次の 事實を 得. 
三、 a 、 むが 相 素なる 數な ると きは 
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理定 の 論 數整 


' 、 sr i 4 - ny y i 

なる 如き 正 叉は 置の 整數 B 、 y は 必ず 存在す。 而 して 定理 一に 述べた る 如き 
二對の 特殊なる 解答の 此 場合に 於ても 亦 成立すべき こと 匆 論な 9。 

(五) 

前節の 定理 一は 特別の 場合と して 次の 事實を 包括す。 

1、 e 、 ％ が 相 素なる ときは、 e 、 みの 最小 公倍数は 其 積き に 等し。 

此事實 ょ 9 推して 更に 整数論に 於て 最 重要なる 一個の 定理を 得。 日く 
二、 ^ ゐは相 素なる 數 にして 而も— がゎの 倍数なる ときは、 C は 必ず ゎの 
.倍數 ，な 9。 

證。' むは 相 素なる 數な るが 故に、 其 最小 公倍数は きなり。 5' •はむ の倍數 
なる が 故に、 こは' A の 公倍數 、隨て 其 最小 公 倍數— の 倍數 なり。 卽ち 5 •“ 
1 なる 如き 整 數ヴは 存在す、 隨て ， n / C / 卽ち C はむ の倍數 なり。 

前節に 於て V みの 最大公約数を びと なすと き 



質 性の 數 整る す關に 除： 整 


120 




a 8 


s y ^ ( 一 ) 

なる 方程式は 必ず 正 又は 置の 整數' びに ょりて 解き 得らるべき ことを 證叨 
し、 且 气ガの 大さに 或る 制限を 設 くると き、 斯の 如き 解答の 唯一 II に 限り 存 
在すべき を說 けり。 今 定理 二を 用ゐて 上の 一次 不定方程式 二 次の デ オフ アン 
卜 方程式) の最 完全なる 解答を 求めん とす。 

方程式 ⑴の 解答 許 多 あり 得べき 中の 一つを g ぎと なすと きは 


io 


sh U 0 


令り。.“ りて 一般に 凡ての 解答は 


a {8 r u I 广 y — J 3 


なる 條 牛に 適合すべき を 知る。 さて M によりて $ = となす ときは 


气んは 相 素に して 


7 二 8 丨き ) = !/ 二 // — 2 /〇) 


さて/， ? — P ) はたの 倍數 にして 而もみ はたと 相^^な リと V ふか 故に、 r 


勾 


次 

不 

定 

方 

程. 

式 
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ょりて. X * i さ， は々 の倍數 なり、 今 

n Mn 7 ..一 t • nn » c - 

と 置か ば. 

1 f I 一/〇 卩 i f z , y u f 

を 得。 ( 1 ) の 解答を 求めん と 欲せば 之を 

8 n J + ht 
V u ih I ミ 


M 


ht 


m 


の 如き 數の 中ょり 捜り 出す へきな り。 

然るに， を 如何なる 整數 となす と i 此の 如き 値は ょく ⑴に遒 合すべき が 故 
に⑵は 凡て (1) の 解答な 9。 

今 一般に 

§ + />// u c (3) 

なる デ オフ アン ト 方程式を 提供す るに、 此 方程式は C が' 6 の 最大 公約 數 ダ 
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の 啬教な るに あらず ば 整數の 解答を 有する ことを 得ず。 ^ 分 倍數 にして 
列へ ざ。 = ミ*、 なるとき、 $、？ を ( 1 ) の 解答 とせば 

« n V u 3/0 

は (3) の 一個の 解答に して、 其 一般の 解答は 


8 MM ^ H 0 


M 


( 4 ) 


ff H e，y 一一 — 1 *t 


なり。 ，に相當の値を與へて尤"の中一方がた又はれより小なる正數なる 
如き 唯一 組の 解答を 得 0 例へ ば 尤を たよ 9 小なる 正の 整數 となさん と 欲せは 
C 、 さを ぬに て 除して 最小の 正剩餘 ^ を 求むべし。 

今 '与 11 ゎ、 + 多/%〉 S 〉 0 

な 9 と 亡ぶ、 力を ? となして 得た る" の 値を 一び となし， こ、 に 一組の 解答 一っ气 
一び) を 得。 旦此 場合に 於て ^ をた よ 9 小なる 正 數とな す ことを 得たり と 離 前 
の 如く 同存に 一 びを 絕對的 にれ よりも 小と なすこと を 得たり と 誤解 t る こと 




㈤ j 勿れ。 

I 一二 個 以上の 未知 數を 含める ザ オフ アン ト 方程式 


3 ar?J + ? さ + ミ 83 


uu e 


( 5 ) 


次 I 
不 

定 

方 
程 
式 


も 亦 •むが ^ ， 仏 の 最大 公約 數 びの 倍數な ると きに 限り 整数の 解答を 

有す。 

未知 數の數 三 個なる 場合に つきて 言は ん に、 先づ 1 f /.> •の 最大 公約 數を d と 名 
づ くれば 

<hlh 十 f£hn ユ 

は 整數の 解答を 有す。 さて 4 と％ との 最大公約数は 卽ち f ?, .、心、 らの 最大 公 
約數 ダに して、 C は ダの 倍數 なりと せる が 故に 

^ H + 〇 ^ 


は 整數の 解答を 有す。 而して 


3 
2 
1 . 


H 1 卩 、 y H , 


p * f 
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ょ卽 ち ^ ^ +53 + 多 g = c の 解答な り- 

未知數の數三個以上なるときは唯同樣の手續きを幾同も反復すべきのみ。 

特に 

に 公約 數 なきと きは 


なる が 如き 正 又は 貴の 整數 p g $ は 必ず 存沿す 。 

⑸ 又は (50 の 如き f 方 フアン ト方程 式の 一般の 解答は オィ レ ルの 方法に ょ 
て 求め 得べ し。 今 特別なる 例題に つきて 此方 法を 說明 せんとす。 

つ こ 357 s + 20 t " 1 7 

の 解答を 求めん とする に、 先づ 最小の 係數 2 0 4 を 以て 其 他の 係数を 除し 

35 7 卩 2 x 2041 — 5L 23 8 H 一 x g 4 + 31 

を 得。 ょりて 



1 ? 


才 

-フ 

一 

の 

解 

法 


5 

2 

1 


と 置き (<0 を 次の 形と なす、 

( 5 151 S + 34 // + 20t 卩 17 

⑷の 解答を 求めん と 欲せば、 先ヴ ” の 解答 ^ が、 ^ を 求め、 さて⑻ によりて 
3 を定が れ ば 可な り。 

< を 解かん が 爲に 84 を 以て 其 他の 係數を 除し、 
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一 X co li I 1 7 , 


20 T G x 31 


を 得。 よ り て 
てこ 

と 置き、 a 7 を 更に 變 形して 


— H + ?/ + t ? 、 H //、 


{3 


丨 i + f 、 " 1 7 


を 得。 17 を 以て 34 を 除し 3 i H 2 x 一7 を 得、 


1 ) 


丨 S + 2 // O H 、 


と 置き W を 改めて 


a 


ミン 


17 1 U 1 7 
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Lo /N 0 

最： 一般なる 場合に 於ても、 與へ られ たる 方程式の 左邊を 順次變 形して 遂に W 
の 如く ロハ ー個の 未知数の みを 含める 形と なすこと を # る こと 明白な り 和と 

ならば ^) 、 <) 杓 等の 左邊は 其 生成 上 漸次 小なる 整の 係 數を捋 ベく、 又 L 

に迤べ た る變 形の 方法は ⑷、 W :等が 少なくとも 二 個の 未知 數を 含める 間 

は 必ず 繼續 する ことを 得べ けれは なり。 

最後に 得 /: る 唯一 個の 未知 數の 係數は 卽ち與 へられた る 力 程 式の 左 ^ の 係 f 
の 最大 公約 數なる こと、 容易に 悟り 得べき 所な' 上の 例に つきて 
の 最大公約数 17 に 達する 演算を 再び 記さ ば 次の 如し。 


-J 、 

五一； さて％ 


4- ck 


H 


才 

V 

ラ 

一 

の 

解 
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一. なる 口 を*^ すより •て d よ- 

技 = 2// 丨一 , 

隨で⑷ よ り 

ム//、+ 1 + //+ ? 、 " // 卽ち •？/ ” 3 / yr ^ rl 
を 得、 更に S より , 

55 2气 丨一 ) + (3// 丨 G ' 气丨 -】)t K ベ 卽 ち、 ヶ —7//、+ T ? 、+3 

を 得。 此等 の結绲 を 集めて 

s H 2 //IL . // " 3//.1 穿、— L “ = |7//+7'+3 

を # " T •を 如何なる 整數 となす とも 此 式よ 生じ 來るべ き ^ ^ u (i 必ず 
⑻の 解答に して、 叉 s の 解答は 盡く此 式に 網羅 せらる、 こと 明白な り 0 
例へ ば ^ H P ' = 0 となす ときは 

s p - —L f / 卩 —h U 卩 3 
又 // =一, \ H 0 となす ときは 
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S = 一 , 、// = 2, u n 丨 4 

にして、 果して 

iL 35 7 丨一 玆8 + 17 
一 CO 57 + 2.238 I 4 ' co- g u 1 7 

なり。 ， 

(六) 

如何なる 整數に て も 割り切る > 數 は 〇 に 限 9、 唯一 個の 約數 のみを 有する ^ 
數は 1 に 止まれ 90 

此二 固の 特異なる 數は 姑ら く 之を 度 外に 置く とき、 凡て 整數は 少なくとも 二 
固の 約數を 有す、 其數 自身 及 1 卽ち是 な 9。 凡ての 數 の當然 有すべき 此二侦 
0 約数を 假の約 數と云 ひ、 此 他の 約数を 眞の 約数と 云 ふ。 
d 若し a の 約數な ると きは s ^ なるべき 整數ボ は 必ず 存在し、 rr も 亦 
e の 約數な り、“、 ^ , は びの 約 數 として 相塡 補す。 1 とびと じ“ の 塡補約 數 




I なり。 凡て 整數は 必ず少 く I 」 も 一 對の塡 補 約數を 有せ 9。 

i 塡補釣 數 € {: 一對を 有する に 止まる 敷、 卽ち眞 の 約數を 有せざる 數を素 h と 

| 云 ひ、 然ら ざるを 合成 數と云 ふ。 公、 3 は 素數 にして 6 は 合成 數 なり。 

一 r 整數 びと 素數 P と あるとき、“ 若しが の 倍數な らずば び と i > とは 相 素 

I なり。 

其 故 如何にと レ ふ (: “、 2> の 公約 數は必 ず” の 約數の 中に つきて 之を 索め ざ 
るを 得ず して、 1> の 約數は 1> 及 1 に 限 ぎれ るが 故に、' がの 最大公約数は 
F ならず ば 1 ならざる を 得ざる なり。 

び 若し 素數 P の 倍數な らずば 、の / > の 倍數な るは ? U が P の倍數 なるとき 
に 限れ 9。 一般， に 

二、' む、 C …： … •の 積素數 がの 倍數な ると きは、 因子の 中 少なくとも 一は 
の 倍數な らざ るを 得ず。 

素數 ならざる 數を 合成 數と名 づけた る 所以は 其 必ず 素數 因子の 積と して 表は 


P 


30 


整 

除 


EH? 

る 

整 

數 

の 

性 


され— べきに よるな り。 今 之に 關す る事實 を 1 ® 明せ んが爲 に 先 衣の 筒 短 fr r o 
定理を 證明せ ん とす。 

合成 數 a は少 くと も 一個の 素数を 眞の 約數 となす。 

e の 眞の 約數は 皆び より 小なる が 故に 其 數に限 あり、 是故に 其 中 最小なる 者 
必ず あり。 s の 眞の約 數の中 最小なる ものを” と名づ く、 今 P の 素數な るへ 
きを 論じ、 以て 當 面の 定理を 證せん とす/若し 素數な らずば がは 1 にも ヌ〇 


ノ 岡 1 ( c =^7s>-tL-- - C ~ i ノ \ * —— I, 


にも あらざる にょ 9) 合成 數に して 少く とも 一個の 眞の 約数を 有す" P の E の 
約數の 一を“ と名づ くれば、 げ はが. ょり 小に して 而も 又 汗の 眞の 約數な り。 
卽ち び は ルよ 9 も 小なる 眞の 約數を 有せざる を 得ず。 而も是 々に ■する 約 
束に ® 觸 する 事實な らず や。 

吾輩は 更に 進みて 

1 一 1 凡て 合成 數は 必ず 素數 因子の 積と して 表は し 得べき ことを 證せん とす。 


びの 素數 因子の 一を P と 名 づけ。. H 1、 と 置く。 ff ; 若し 素數 ならは 吾輩の 定 
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解分數 素の 數成合 


JF 旣に 成 J / せり“ 若し 合成 數 ならは“ の 素 II 因子の | を W と 名 づけ 二、”，- 

一 i /气、 と 置く ときは S " IV 、 を 得。 次第に 斯の 如く 考へ行 くに“、 

| は 順次 減少す るが 故に、 斯の 如き 手續 きは 限な く繼續 せらる > ことを 得ず。 而 
一 も 其 究極す る 所は 卽ち 吾輩の 定理の 成立す る 時に して 畢竟 

H p 2 /% ••• 

一 を 得。 此處 v v , と稱 する は 何れも 素數な れ ども、 其 記 號 異なる が 爲に 

|| 此 等の 素數も 亦盡く 異な 9と速斷すべからざること論を俟たず。若し "、 < 〆 
等の 中より 相等しき ものを 盡く 集めて 慕と なすと きは 

S 卩 i>〜/、 % … 

，の 如き 形を 得、 此處 にて は i > 、 ヴ r _ • は 相 異なる 素数を 表は せり" 

一 五 口 輩は 凡て 合成 數の 必ず 素數 S に 分解せられ 得べき ことを 證明せ り。 然れど 

I 

| もび の與 へられた ると き 此の 如き 分解は 唯一 通りに 限らる ベ— や不 n やは 未 
知の 問題な り。 今や 進で 此 重大なる 問題を 解決 せんとす。 
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四、 凡て 合成 數の 素數 因子 分解は 唯一な のノ。 

假に e を素數 因子に 分解して 二樣の 結果を 得たり とし、 

a 卩 p i/ pz " fl: 一 : 

と 置かん に、 先“ 卽ち 4 '文、 …… ：は素 數ヴに て 割り切る 、にょり 

の中少 くと も 一はび にて 割り切れざる を 得ず (定理 二) 

例へ ば 2> はび の 倍數な りと せんに i > も 亦素數 なる が 故に 2> は 7 に 等し か 
ら ざるを 得ず。 是 故に 上の 式ょり 

J/ % ” '/A、、. ….… 

を 得。 之に 同樣の 論法を 遒 用して 例へ ば X = 气 を 得、 次第に 斯の 如くに して 
結局 上の 定理の 證 明を 完く すべし。 

i - r 合犮 m ガ素數 の 積と して 表は され 得べき のみならず、 此 分解が 唯一 m に 
艮れ りと いふは、 整 數論に 於け る. 最重要 なる 事實に して、 又此事 實 0 證明が (五) 
の 定理 二を 根據 とせる ことは 深長なる 意義を 包 葳 す。 
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筛の スネ テス トラ 


(六) 


整數の 中より 素數を 撰み 出す 方法は 既に 古希 臘の 數學港 の 知れる 所に、 して、 
所謂 JC1 ' ラト ステ ネスの 筛是な れノ。 

び S 一 5 G 7 !00 一一 〇 

一一 一 | IS M 1 5 IS 17 18 19 

整数を 自然の 順序に 書き 列べ 先づ 1 を 去る とき、 最初に 殘 れる數 2 は 素數な 
り 0 何となら ば 2 に眞 の約數 あら ば、 そは 2 より. 小なる 整數 にして、 2 より. 小 
.なる 整數は 1 を 外にして 之なければ な 9。 さて 2 より 二つ目 每の數 4, 6, S 、 

10 に符標 を附 すべし。 2 の 次に 符標 を帶ば ざる 数は 3 にして、 3 は 素數 

な^/何となら ば 3 に 眞の約 數あ らば、 そは 2 ならざる を 薛ず、 然れ ども 3 に 
符標な きは 其 2 の 倍數に 非ざる を 示せば なり。 さて 3 より 三つ 目 每の數 に符 
標を附 し、 殘れる 最初の 數 5 の 素數な るを 知り、 5 より 五つ 0 每の數 に符標 
を附 し、 斯の 如く 進みて 遂に かなる 素數に 達したり とせよ。 さて 此時が 以下 
の數に して 未だ 符標 を帶ば ざる ものは 盡く 素數な り。 例へ ばび を 符標な き數 
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の 一とな さんに、“ にして 若し 合成 数な らんには、 其 塡補眞 約數 の一對 を U 
となす ときは、 びは がより 小なる が 故に 气 W の中少 とも 一方は 1> より 小な 
り、 隨 て“ は ルより小なる素數 ^ ボ又は其約數)にて割り切れざるを符ず" 
M も $ に 符標 なきは 其 然らざ るを 示す に 非ず や。 

素 數の數 に 限な きこと i 亦 古希 臘 人の 知れる 所に して ユーク リッ r の證 明は 

甚だ 有名な り。 . 

假に 素数の 數に限 ありと せよ、 凡ての 素數 の連乘 積に 1 を 加へ 

^ 3 . cx .十 P 

なる 數を作 9 て考 ふるに、 此數 若し 素數 ならば、 是 2 、 3 P 以外 仍ほ 素數 

あるな り。 又 若し 此數合 成數な 9 とする も It ハ素數 因子は 2、 3、 5 ルの 中 

こよな し、 可と なれば 上に 揭げ たる 數をも 3 2> の 何れに て 割る も ^ 餘 

1 を薛べ ければ なり。 素数の 数に 限 ありとの 主張は 保持すべからず。 
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ヒ 


c 


素 

數 

分 
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整數 a を 素數羃 に 分解 C て 

なる 結果を 得たり とすると きは、 e の钓救 は 凡て 


a 




の*^^ き ^^^ J し t .4 は 〇 よ- SN U 玉 CL て 、〆 は 〇 よ. S \ M で、^ 〆 (i 〇 より"，. 
走での 中の 整数な り。 此故に び © 約 敷 © 表を 作らん とせば、" 0 式 (: 於て 〆 、 

く 〆 に 順次 此 等の 整数の 値を ぁらゆる 組み合せに 於て 配與 すれば 則ち 

可な 9。 

今 二 個 以上の 數' «/ につきて 說 かんが 爲に 、此 等の 數の 中少 くと も 何 

れか 一つに 因子と して 關係 せる 素 數を盡 く 採り、 之を V ヴ、 r ……… と 名 づけ 

a H )/ % % 

a 、 u x '/、、 \ 

0 /f % i: 

と 置く。 但しで、 V , N 、 ノ、， …； 


等は 一般に 正の 整數な れども 其. 


〇 




VB 
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.なる もの も 亦 あり. 得べ しとな さ/るを 得ず' 或 数の 分解を 示せる 式の^" 或. 素 

数の 指数の 〇 なる は、 卽ち其 素 數が實 は 此數の 約數に 非 ざ-る ことを 示せり。 又 

d を 作、 «/ 、 «/ の 公約 數 とし 

^ nk % ^ i* 

と 置か ば， P は' 气ド の何れよりも大ならず、リは \ 〆、/. の 4 

阿れよりも 大なら ず。 是故 にび、 v a/ の 最大 公約 數びを $ んと费 i は 

a =z 2 、〇 i %: 

に 於て § を ば-“、， の 何れよりも 大なら ざる 範 S 內に K て 成る へく ナ 

•に、 卽ち | を',， 、"u の 中 最小の 數に 等しくな し、 又》 を' く" ：：… ： 

の 中 最小の 數 に、〃 g を'〆、， の 中 最小の 數に 等しく せ ば 可な 9 。 

又' の 公 倍數 

v H % : % % … 

一 {: ありて は 1^ は-“、〆、" r* の 何れよりも、 又 (> A は'〆、〆 の 何れよ 
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り も 小なら ず。 故に そ 


の 最小 公倍数 




し// J L /// 


を 得ん と 欲せば、 JX を % V , の 中 最大なる 者に、 又 J / r を' 〆 , 

の 中 最大なる 者に 等しから しむる を 要す。 ■* 

例 一、 § n ， 3 • 5 の 凡ての 約數を 作らん と 欲せば 

2 、 sf 、 5' 

に 於て 7: r を 〇、 1、 2 、 〆 を 〇、 1、 〆 を 〇、 1 の 中よ 9 、あらゆる 組み合は せに 
撰み 出さ.、 るべ からず、 其 結果は 次の 如し。 


f ? 


f 


2 4 3 6 


9.W -o Aw 
118 6 


0 0 0 0 0 0 


〇 〇 〇 


1 


012012012 


五 


數 


分 


13S 


洌二、 8 " ^ “ 7 2 U ^ B , 

© 最大公約数 及 最小 公倍数を 求めて 次の 結果を 得。 


一> = 2, 
7 T = 

气 卩 3, 
‘>1/ H to r 

br 3 , 


<一 


= 3> 
= L 


X、 n 2 , 
ミ、 HI, 

M 、 卩 2 , 


r u cn 
、 i 
' 卩〇 
i 、 -1r 0 

M、、nl 


• f / 4 12 , 

r 2 广 T 3 G p 


第五 章 分數 

分數 班の 構成、 分 數班內 の 相 等 大小 及 加法 減法" 整數 と分數 班との 內容の 一致 〇通 分、_ 
般分數 の 相 等 大小 及邡法 減法、 旣約 分數 〇分數 班の 繼 、數の 新 系統、 其特徵 、分布の 稠 
密なる こと 及 等分の 可能 〇倍加 及 等分、 最小 公 倍數及 最大公約数 〇分數 の 比、 比例式、 分 
數の乘 法、 除法 
(一) 


新 

數 

の 

挿 

入 
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分數の 起源は 量を 計る にぁり。 然れ ども 吾輩は 姑ら く此带 S を 度 外に 置き、 此 
處には 先づ 順序の 思想を 根據 として 分 數の觀 念に 到達 せんとす。 是れ 一には 
汎く 知られざる 立脚 點を 紹介す るの 意に 出で、 又 一には、 貢數の 條に 言へ るが 
如く、 數學 上の 觀念 に具體 的の 內容 を與 ふることの 、様々 になされ 辟べき を 冽 
證せん と 欲する に 由れ 9。 

顺序數 の 冒頭 〇 を 添へ、 更に 又 〇 に 先ち て、 逆に 究なく 連 亙せ る 質數を 附加 
して 數の範 圍を擴 張す る ことを 得たり。 今 同一の 思想を 敷衍して、 更に 此方 向 
に 一歩を 進めん とす。 

先づ 順逆兩 面に 亙りて 究る 所な き、 物の 引續 きを 考へ 、此 等の 物の 中 任意に 或 
一つを 採りて、 之を 〇 と 名 づけ、 (此 物に 〇 を 配合し) 之に 先 後せ る 凡ての 物に 
順次 凡ての 正及貢 の 整數を 配合すべし。 此 等の 物の 各には、 直に 之に 次げる 唯 
一個の 物 ぁり、 斯の 如く 相 隣接せ る 二つの 物の 中間に 更に 一僴づ 、新しき 物 
を 挿入せ りと し、 . さて 此等 新舊兩 種の 物を 一括して 考 ふるに、 是亦順 逆の 雨 方 
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面こ置9て究る所なき、物の引き續き (-: して、此等凡てにも亦其順序に從ひて 
凡ての 正 及 置の 整數を 配合す る ことを 得。 若 先に 〇 を 配合せ る 物には 此度も 
亦〇を 配合せ りと し、 且 前後 兩冏の 配合を E 別せ ん爲 に、 後に 配合せ る 数を ！ I 
む二名肱を以てするときは、此兩罔の配合は次 0 如き形貌を帛すべし。 


2 

I 

氺 © 


氺 0 


3 2 


0 12 

氺 » 水 0 水 • 

^ 〇 1 2 3 4 - 

一 s „ \ /1\ / — \ /V 
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數 


五 


同一の 物に 二樣の 命名を なし、 一た びは 其 凡てに 命名し、 又 一た びは 其 一半に 
命名して 他の 一半の 命名を 闕げ り。 一半には 二 機の 命名 ありて、 一半には 唯一 
樣の侖 名 あり。 二樣の 名稱の 同一の 物に 屬せ るを 表は すに 次の 記法を 用ゐる 
べし。 (上の 圖 式を 看よ) 


(丨 2 ) 


L s) U P (2) n L ( 一 - T 2 > 
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入 揷の數 新 


i ー ル V こ 
一 - Aw- It 

i . 

s « r (一) 

不等の 符號 v > は 先 後を 表は す ものと なして、 例へ ば 

| (3) V T? (7) \/ 3 

|| など 書く、 一般に 

i+ 2 ) > ? + 1) V (S 

一！ . 

一 或は 物の 異同に のみ 着目して、 名稱の 新舊を 問は ず ば 
I ネ + lv(2 ?? + 一 ) V を (2) 

年 

| 物の 順序 定ま. 9 たる 上は 第三 章 (二) の I、n にょりて 加法の 意義を 定 むる こと 

一 • ■ 

I を 得、 しかす ると きは 例へ ば 

一 (一) + (1 ) U (2) 卩一 

(77 § + (1 T 3 ， 二 一) 

一般に 


㈤ 
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(- 2いネ 

(- Dn * 

(0) n * 

(1) n * 

(2) n * 


[n)u 9 

(科 1) な* 


(2»)„ • 


' {2A- + 1) = b + (1) (『) 

こょ 直に &に次 •ける 物は (2>+ l ) な 9 と 言 ふに 同じ 例へは Ir の圖式 に ^ て ii 
に 2 に 次げ-るは g にして、 又 直に 2 に 次げる は g \ な 9。 

> じ+ > ) を ㈤の 二倍と 名づ くれば、 一般に 

2 の 二倍は た 二) 

な 9。 

若し 又當初 隣接せ る 二 個の 物の 中 問に" 了 一個 づノの 新しき 物を 挿入し、 前の 
如く 二樣の 命名を なし、 此 度の 新 名稱を ば、 特に 此# を 添へ たる 記法 (: て 善き 
茇 文 さば、 次の 圖 式を 得。 先に ⑻と 書ける は此 記法に 從は ば (/〇 となすべき も 
のな 9。 


新 

數 

の 

柿 

入 


3 

4 
1 


前と 同樣に 、一般に 

( 1 )„ 卩 h 

71 ? + 一 V *? ^ + s r v 7 〜 

(V& + m ) ». == At + (m)s 
(ミ HJ , 2 ，…… ? 1 一) 

叉れ 倍と いふ 語を 前の 如き 意羲に 用 ふれば、 

W の？ 5 倍は* 


(P) 

(3 

§ 


\]y 

4 " 

/ 1 \ 


なり。 

隣接せ る 整數の 間に S —1 個 づゝの 新しき!^ を 揷 入して 數の範 圍を擴 張？ 
の 如き 記法を 以て ' 1 th 等の 數を 表して 其 大小の 順序を 明に し、 又 

ド(5)、，+(1)* = 0丄-1)„ 1 L (へ ^ + (、> 十 1)，~ " ('、'十、 ^ + (1). 

にょりて 其 加法を 定む 。(第三 章 (二) を 參照 せょ ) 又整數 たは 新 範圍の r 目 T 
て⑴の名稱を得 /: りとすり的們のは此等の規定の中に含まれたり。 


し 


4 

4 
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分 


4 の 如き 記法は ことぐ し、 代 ふるに 三れ を 以てすべ し。 J ?- は 自然 數に してび 
は 正 又は m の整數 (又は 〇) なり。 斯の 如き數 を分數 とい ひ、 a を 其 分母、 ぴを 
其 分子と いふ。 分母、 分子を 分 數の兩 項と なす。 

れを 1 となす は、 隣接せ る 整 數の中 問に 新しき 數を 挿入す る ことなき の fl な 
りと なし' 整數 たを 分母 1 なる 分数と nf びて 用語 上の 便利を 享る こと 大なり 
同一の 分母 ⑴に屬 せる 分 數を總 括して 假に 之を 分數 班と いふ、 一の 分數 班の 
範圍內 に 於け る 大小の 關係及 加法 減法は 次の 如し。 
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C6 A/ C 


と共に 


二、 

特： 


9 !+ 、) = 。 と * に 


n I u 
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£ 7% 


i = 7 / 
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.^i + u 
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s / %' + s ， 
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( 一 ) (2) (n) 

要するに 同一の 分母“ に屬 せる 分數の 大小の 關係及 加減の 算法は、 : Ij : ハ 分子の 
それぞれ 土 全く 同一に 歸す 。分數 班は 其 一部と して 凡ての 整數を 包括せ るが 
故に、 其 範圍 整數の それょ 9 も 廣大な るの 觀 ありと 雖 、實 は兩 者 K ; 內容を 同じ 
くして、 唯 個々 の數 の名稱 に 異同 あるに 過ぎず。 

分母 W なる 分數 班の 中に ありて、 l n は 整 數の範 圍內に 於け る 1 と 同 ^ の 位 
置を 占めたり。 11 S を 此分數 班の 單位 或は 幹 分數 とい ふ。 

(二) 

今 と 置き 分母” に屬 せる 分 數の中 其 分子が 0 の倍數 なる ものの み 
を 保留して、 其 他を 排斥 するとき は， 
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1 !< ,? 丨ド 
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3 '/ 
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を 得、 此 等の 數は又 順逆兩 面に 亙りて 究 りなく 連續 し、 而も 其 大小の 關係及 加 
法は 全く 分母れ に i せる 凡ての 分數の それと 異ならず。 先づ 隣接せ る 二つ の 
整数*、 7 の 中間には (^) の數恰 も】 T 1 個の 橫はれ るを 見る、 


(A-u + l r / 

11 I ■: ― H 1 !. » i 

m 


(/s 十 2 ) '/ 

m 


( 7*? ? -丁‘， 丨 一.)'/ 

m 


是な り。 又 


a /v 6 


-共に 


( ド / ix L 
0 / ^ 


H f と 共 r 


aq 


x l 

ii ， 


cq 
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.4 の諸數 と、 分母” に屬 せる 分數 
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$ 


(5 


とは 並 ハ 成立の 由來を 外にして 之を 區別 する 所以の 者 全く 有る ことなし。 是故 
に 吾輩は 七 均を 同一視して 一般に 
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?/ 

ミ/ 


h 

Jl 


と 置き、 以て 分母 s に屬せ る 分數を 分母 ミ" t , に屬せ る分數 班の 中に 包括せ 
L む。 分母 g に せる 分數 班は 其 一部と とて g の 或 約 數を 分母と せる 分數を 
含蓄す。 同一の 分数は 種々 の 分母に 屬せる 分数の 中に 包括せられ、 此等の 分数 
班の 1 員と して 種々 の 形式に 表は さる > ことを 得。 

扑 J の 公倍数の 一つを 似と なせば、 分母れ に 屬する 分數及 分母 V に屬 する 
分數は 共に 盡く 分母 | なる 分數 班の 中に 含蓄せられ /: 9。 今 




?c 


置か ば 


a 

n 


ミ/ 

m 


rf 、 

IF 


'，、'/、 

m 


吾、 a ; p を 分母 州 に屬せ る分數 班の 一員と して、 其 大小を 比較し 又 之 {: 加法 
減法を 施 こす ことを 得、 卽ち 
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1 AISV 5 V に 伴 ひて 


5 

S 


17、 

n 、 


2 


i-r 


fl '、 

fi/ 


ミ/ 1+ 5 '/、 


m 


然れ ども 之を 以て 分數の 大小 及 加法 減法の 定義と なさん と 欲せば、 斯の免 く 
にして 定められた る 大小の 關係及 加法 減法の 結果が 公分母 饥 の選擇 に ii 係な 
きこと を 確め ざるべ からず 

相 等 及 大小。 吾， 5 の相等大小は|、の相等大小に隨件す。さて|§。 < 
に 半 ひて— m 、 Air / av — (れ、 ，れは 共に 自然 數隨て 正数なる ことを 記憶すべし) 
s " r/u E /、 5 ミ V 〇 に より . て、， i Ailv A ミ 斯の 如く — さ/の 相 等 大小は 必ず 
i い’ :' r 9 相 等 大小と 相伴 ふに より ' 4' グ ，れ の 相 等 大小を 判定す るには、 i 、 \ = 
を Jt 較せば 則ち 足る。 さて—、 に讯の 痕跡な きに よ 9 び T / 、 «/ 7/ 7 の 祜等大 
小は', れの y :\ , A ; ! r 4 數 g の 選 擇に關 係な し。 二つの 分數を 如何なる 分數班 に屬 
せる ものと して 其 大小を 比較す ると も' 其 結果は ® に冏じ 
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數 

0 

大 

小 

及 
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減 


上述の 說明の 中ょり 特に 次の 法則を 採り 出す ベ， 
an 一 Air 。：， と ， > h A !!\ - ! 1 「とは 相伴 ふ 0 

加法 及 減法。 二つの 分數 a に 同一の 分母を 與へ V 
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，置き、 
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によりて 其 和を 定む ると き、 此和は 公分母 S の 選擇 に 1 係な きを 確め ざる 
からず。 今 公分母 g に 代 ふるに . M を 以てし、 更レ 


.. M 


，一、 
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4 s nn 
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と 置けば、 先づ 


kl 
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??/ H s i j 
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よ 


fsr syl、 


を 得、 之を 加へ ず 


隨て 


(<7 十 3/ s (ki + J-、) 


、、十' f、 

zi 


、一 + St 、 

:! } «; ■ 


なる を 知る。 減法の 場合 も 亦 同じ。 

是 にょりて 分數の 大小 及 加減を 含める 算 式は、 此等 の分數 を 之 (: 等しき 他 0 
分數を 以て 置き 換へ たるが 爲 に、 其 成立を 妨げら る、 ことなき を覺 るべ し。 
分數の 加法# 組み合は せの 法則 及 交換の 法則に 遨ふ こと 明白な 9、 又 ■數の 
加法 減法に ii して 第三 章に 述べた る事實 は 語 旬の 更むべ きを 更‘ めて、 ill く 之 
を 分數に 適用す る ことを 得。 此 處に此 等の 事實 を證明 する 方法の 一例- 
加法の 亦 〈換の 法則を 證 せんとす。 


とし 
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統系 新の 數 i 括 總の數 分 


“3カニっの分數なるとき'/十、-“/? + ,、なるを證せんことを要す。“、？を八“ 


分 le: に 直して、/—/ 卜_ 

0 


h 


m 


a + 了 ^ Lr 




と 置けば 


/3 丄 -*、/ 


h 七 a 

m 


を 得、 整 數^の 加法には 交換の 法則を 適用し 得べき が 故に ，， irii 
隨 て '/ + 、？ = /? .f . 

(三) 

相等しき 分？ 總 括して 之を 唯一つ Q 數 となし、 卽ち分 數 I に 着目して 分 
數の 形式の 異同を 度 外に 置き、 さて 凡ての 分 數を打 して 一 圏と な 乙， 新 こ ^ の 

唯一つ が 他の 一よりも 大に して， 且 大小なる 語の 意義は、 よく 自然數 の 場合に 
於て 第一章 (二) にいへ るが 如き 條件に 遵 へり。 又 二つ の 數は 必ず 一定の 和を 
_ し 減法は 凡ての 場合に 可能に して® に 一定の 結果を 與へ 、且 加法、 或と よ 


數 


分 
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| 一整 數の 場合と 同一の 性質を 具へ たり。 

斯の 如くに して 作り出せる 數の 系統は、 特別の 場合と して 凡ての 整數を 含蓄 
せ 9。雨して此新系統ザ ^ に形式 0> 上のみならず、內容に於て 1 陪竪奶の系 
統 よりも 廣大な る 一 範圍を 成せる ことは、 次の 二つ の 事 實の 明に 示す 所な 9。 

一、 か 妒 0° <^| ぬを 61 1° 13 か’。 凡て 整數に は 必ず 直に 之より 大又は 小なる 
|他の ^ 數あり。相隣接せる整數の中間に第三の整數ぁるを韵さず。整 ^ に培£ 

I の 命名を なせる に 過ぎず して、 其 内容の 擗張 には あらざる、 彼分數 班なる もの 
I の 範圍內 に 於ても、 亦 同樣 の事實 成立せ り。 然れ ども 凡ての 分数 班を 合同して 
I 作り 成せる 五曼の 新 系統の 範圍に 於て は 則ち 然らず 。 

一如 何なる 分 數を考 ふと も 11 0 {: 0 之より 大又は 小な りと 云 ひ捋べ き 分數存 在す る 
|| ことなし、 相 隣接せ る 二 個の 分數は 不可 有な り。 相 異なる 二つ の 分 數の中 問 (: 
| 必ず 第三の 分數 存在す。 詳しく 言は/ a 3 が 相 異なる 分數 にして 伋 へは、、、' 
I - なるとき は'、. v /、 v > なる 如き 分数" は 必ず 存在す。 此事實 は 直に 證明 せら 
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るべし、姑らく此亊 ^ 成立せり、となさんに"は亦“と異なるガ故 (: 、"、"の 
中 爵 に A V /S V /、 なる 分數〆 、又“、〆 の 中間 に、、 v \ v /、 なる 分數〆 # 在^ ^ 
"、〆〆 は いづれ も'# の 中間に 橫は るが 故に、 斯の 如くに して、 相 異なる 二 
つの 分数の 中間には 限りなく 多くの 分 數を容 るを 知るべし。 分数の 分布 各處 
稠密な りと いへ るは 此意 なり。 

" 3 が 相 異なる 分数に して sv/w ならば、 '。"を 同分母の 分數 となし - r 


v し 


P 

1 


h 




と 置く とき。 >、> にして び、 6 は 整數な るが 故に' むの 差は 少く とも 1 に 等 
し。' みの 差 1 よ 9 大な らば、 ' ゎの 中 問に 横 はれる 整 數 ぁ^/其 一つを C 
と 名 づけ、/ k H ,' M - を 採ら ば、、- >/、>ン 又 若 ^ むの 差 1 に 等しから ば" を 1 
より 大な る自 f / 數とな ^ } 


c. MU 


ah 

mh 


hh 

mh 
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となす とき— と ミ， との 差は 1 よりも 大 なり。 是 故に 如何なる 場合に も' 3 
0 中間には 必ず 第三の 分數 "の 存在す るを 知るべし。 

二、 等分の 可能。 みを 以て 一の 自然 數を 表は すと き、"’ なる 數れ個 の莉を “ 
のれ 倍と いふ、 a のれ 倍は“ と 同一 分數 班の 中に 於て 之を 求め 得べ し。 々が 
びの / /. 倍に 等しと いふ ことを 

P ^ ミ 、( H '/ + 、、 + + '/) 

(一) (2) …… (7 こ 

と ® く。 へ r 3 及れ が 與 へられた 9 として、“ を 求めん とする に、“ は必 しも '〆 
と 同一の 分數 班の 中に 存在せ ず。 例へ ば ある 整數を み 等分す る ことは 必 しも 
整 數の範 圍內に 於て なさるべく も あらず。 然れ ども 凡ての 分數を 包括せ る數 
の 新 系統の 範圍內 にあり ては、 等分は 凡ての 場合に 可能な り。 げにも 今 

^ V -- »t»l u- *t* 

m 

と 置か ば 
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は 明に 上の 條 件に 適せり。 

稠密なる 分布、 及 等分の 可能は 整數に 缺如 せる 所に して、 此二條 件は 凡ての 分 
數ょ 9 成立せ る數の 新範圍 が 內容の 上に 於て、 果して 整 數の それょり， も廣大 
なる を證 する 著明なる 特徵な りと いふべ し。 

此處に 於て、 尙分數 の 標準 形式に つきて r 言す るの 機會を 逸すべ からず。 凡て 
分數は 之を 限りなく 多くの 相 異なる 形式に 表は し # べき ことは 旣に說 きたり 0 

!" なる 分 數の與 へられた ると きは、“ を 如何なる (正の) 整数と なすと も： 位 
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—TV 
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p&, 

ml 


なることは 前節に 說 きたる 分數相 等の 照準に よりて WJ 白な 9。 此等 式を 順に 
155 1 又 逆に 讀む ときは、 凡て 分數の 分母 及 分子に 同一の 自然 數を乘 じ、 又は 分母 / i 
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分子を 其 公約 數 びに て 除して 得らるべき 分數は 原 分數に 等しき を 知る 
今“、# を 其 最大 公約 數にて 除し 
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を 得たり とせば、' ^ •« は 相 素なる 整數な り'、 斯の 如く 分 - n ]: と 分子と に公釤 m 
なき 分數を I 务か 賢と 云 ふ。 凡て 分數は 之を 「旣 約分 数に 直す」 ことを 得" 旣約 
分數 とは 特殊なる 分數 にあらず して、 分數の 特殊なる 形式な り。 

又 逆に"； なる 分數が なる 既約 分數に 等しき ときは“ 及“ は それ それ 
m 及 叫の 同 係數の 倍數な り。 げ にも 
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五一を # 、 此 等式は、— の ^ 0 の倍數 なるべき を 示せ 9 。さて" はび と 相 素なる 力 
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一 ㈣ 一 故に 第 四 章 (五) によりて a はめの 裏なら ざるを 辟ず、 今 J ミ、 と 置か ば 

上の 等式より を 得べき なり。 

是 故に 旣 約分 數 は、 ある 分數の 有し 得べき 種々 の 形式の 中 最小の 分母を 有せ 
る 毛の な 9。 二 個の 旣約分 數の 相等しき は 其 分母 及 分子 各 相等しき# 合に 限 
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a を分數 、ムを 自然 數 とするとき、 a なる 數れ 個の 和を a のれ咅 とい ひ、， Z を 
表すに/ 5 なる 記法を 以てせり。 ih 定義は れの 1 より 大な るべき を 豫 想す、 
今 P 'I P l . aiv . — 7 ! f ) によりで 此 定義を みが 正 又は m 
數な .る 場合に 擴充 しノ r 7、 。なるとき 3 を a の 倍數、 a を J の 約数と 蔣す。 
の 倍 數に關 する 次の 諸 定理は 容易に 證明し 得べき 羿な り。 
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^ ( a i+ R 、) n /<, R l+ /i s 、 

= 〇なるょ、，= 〇又ょ9" 〇 なるときに限る、、5 = /#ン/は“ 0 〇に等しから 
ざる 限 9必ず > =*、、に伴ひ、又/5け72、はれの0ならざる上は必ず、""\に 
件 ふ。 

びの等分は恆に可能にして且一定の結果を與ふ。 -5: "'、なる條件に適すべき 
| 數 3 を 表は すに 分数の 記法を 襲用して t U 叶と なす。 “：み なる 分數 のみ 
一倍は“ に 等し。 ょりて 分數の 分母は 必ず 正の 整數な るべ しとの 制限を 撤去し、 
一海に 

1/， /， 

となして 記法の， 變通を 許すべし。 

丨中 n は a の 0ならざる限り必ず>"*に件ふ。 ^ l u ^ i はみ の 〇 な 
ら ざると きに 限り 意義を 有し、 恆 に'、 =、、、 に 伴 ふ。 

一 匿 加と 等分と を 引續き 適用す る 場合に、 其 順序は 最終の 結果に 影響す る こと 
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れとは 等分の 記法の 定義に よ 9 て“ の $ 倍を" 分して 得らるべき 數 にし 
て、 ミ (一 T ) とは a をれ 分して 得 t る數 © § 倍な I 此 二つ 0 敷 0 相 等 こき 
を 確 めんが 爲に其 S 倍を 比較すべし。 fl ! a の扑 倍は 卽ち ，1 にして、 又 

上 半 V ち 上上-^} は— £ I 十 (沒 

しき 數を 表は すに 
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なる 記法を 以てす。 

今 r r 等を 以て 一般に g 17 の 如き 分數を 表は すと きは： S - 彳 r、s は a の 〇 な 
ら ざる 限り 必ず r Hr 、 に 伴 ひ、 又 snvy /、 は” の〇な らざる 限り 必ず、，"'/ に 
伴 ふ、 又 
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が 與 へられた る分數 にして“ が o に華ざるどきは、^=2なる條件に適 
すべき 分数 r は 必ず 存在す。 先づ 3 が 〇 なるとき は s U 0 なり、 又 3 か 〇 に 
あらざる ときは に 分 # を 同じく せる 形式を 與 へて 
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を 得。 

斯 くして 定め 得た る分數 JL e を旣 約分 數に逭 して A 仏を 辟た 9 とせば 
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なる 形に 書き 改 むる ことを 得。 

f は“ 及 $ の 約數に して、“ 及# の 公約数は 必ず、， の 約數な 
を'# の 公約 數の 一とな し 

r /‘ = 、，、。い /3 n 、/ 1 5、 

とな さば、 之を (1) より 辱ら るべき 

、、〇 r c , 1 3 u f € 

と 組み合は せて 




h k d、 H f/ f,% 


を 得、 隨て 
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にして ^ h は 公約 數なき 整數な るが 故に、 屢 ，用ゐ たる 論法に よ 
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なる 如き 整数/の 存在すべき を 知. 


を 得、 猎て 


、、- = rfes 、， I3 = f ,z d、 


un td、 


を 知る、 J は。。 の 約數な 9。 6 を".、 0 の 最大 公約 數とー ムふ 最大 0 ---T ホは；^ の 
大小に 關係な く、 單に' ダの 公約 數は盡 く 6 の 約數な るを 示せる 形容詞な り 
と 認めて 可な 9。 實 際、。 に 於て 最大なる は“、 A の 公約 數の 絕對 値な り ◊然れ 
ども 大小の 關係 はこ ゝに樞 要の 意義を 有せる に 非ず。 

又 パは， 及# の 倍數に して、，、 A の 公倍数は 必ず パの 倍數な り。 此意_に 
於て パを く. 〆 の最士 公 倍數 とい ふ。 げ にも 〆 を “、'〆 の 公倍數 の 7 となし 


f >、 


< > 9 H 、、 
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數 倍 公 小 最 


によ 9 て 定めら る > 'ゲ は“、 ルの 公約 數、 隨 て、〃 の 約數な り。 今 

こ 、 n J 

とな さば、 (1) の 。 = ^ ®2 = 《 €, より 

S 、 = 5 隨て 又ぐ 、" M 

を 得、 こ rt よ 9 

1 £ " t jJL 

を 得 〆 は パの 倍數な り。 

斯の 如くに して、 最大公約数 及 最小 公倍數 の 觀念を 分數の 上 (: 擗張 する こ、 こ 
を 得たり。 二つの 整數の 最大 公約 數が 1 なるとき 此 二つ 0 盤 數を相 素な 9 と 
いへ る稱 呼は 之れ を 分數の 場合に 襲用 せんこと 無用な り。 二つ の分數 は 限り 
なく 多くの 公約 數を 有す。 

M へば , 





1( 




「二 ::: v ;v *: - : r; -4 >v , .H ^^ :L , - 货 €37v:.;h -;'- ?. 


MV 


4 

• 6 

1 


分 


數 


五 
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co p > 

'/ = /、 = 8 '、 h 3 a 

な SN 。 又、/ - 71 7 Co とせば， 5 = 一 にして、 凡て 1 を 分子と せる 分数は 盡くマ 、 
3 の 公約 數な り。 

S ) 


倍數及 約数なる 語に ょりて 言 ひ 表は された る、 二數 の關 係を 擴張 して、 比の 觀 
念を 得。“、 3 の 最大 公約 數を 、。とし 11 こ r ミと 置き、 符號の 不定を 避け 
んが爲 にたを 正と なす 如く、。 の符 號を定 むる ものと せ ば斯の 如くに して' 
9/ なる 二つの 與 へられた る數 より， 一定の 相 素なる 一對 の ^ 數ん /; を ^) 。 さて 
手^^ き {C よ て 〆、〆 よ 一 ^ J 一の .^ ^:^^ みたの 31" }7き*33さる>7こき ^ 、"*、*.ィ~ 0 


1 


165 


値 


其 


及 


比 



(^ ji 比と，" •、〆 との 比 相等しと 稱し 、之を t き 表すに 

| * 

| : /9 n 、/、 :- 5、 

:なる 記法を 以てす。 此 意義に 從て 


、、ご？ n / i/ ?r , 、/、 ご 9 、 = / r * / 〜 

同一の 比に 等しき 二つの 比は 亦 相等し。々々 が 既約分数なる ときは 力ん と 
との 最大 公約 數は 11 々に 等しく 



なり。 是故に 凡て 二つの 數の此 は 或 定まれる 相 素なる 一 對の整 數の 比に 等し 
一く、 叉 或 定まれる 分数と 1 との 比に 等し。 

j 此 一定の 分數 みん を'、‘ なる 比の 値と 稱 す。 相等しき 比は 同一の 値を 布し、 
一同 一の 値を 有する 比は 相等し。 向後 思想の 紛亂の 虞な きこと 明なる 場合には 
~ 比の 値と いふべき を 略して 單に 比と いふ こと あるべ し。 
j 、、ニム なる 比の 値％ なりと いふ ことを 書き表は すに 
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なる 記法を 用ゐ る、 此 場合には 前節に 說 きたる 意義に 從ひて 

、/ M “ /• ,9 


なり。 例へ ば 
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H 3 广 1(> 

丄上丨一 


“ 、，"を 一般に 二つの 數 、び、 むを 二つ の 整數 となす ときは 


(一)、/:/ 9 卩？ •*, (2) '、 - u > 卩 


/> 
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ぐ 一二 ? / _ u i 


は いづれ も 同一の 事實を 表は せ 9。 

二つ の 此の 相等しき を 表は せる 等式を 比例式と いふ。 

'/ご？ H 、/ :* 9 、 

なる 比 冽 式 成立 するとき は、“' 〆 ，"• ズ は 比 冽を 成せ h 


いふ。“- ノ， "• , ? v 6 ろ 
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UJ II 四つの 數 比例を 成せる ときは、 其 中 三つの 與 へらる > とき、 第 四の ^ は 0 ら” /!: 
まる。： を.^ むる を： を M くと いふ。 
j ib 例を 成せる 四つの 數の 中、 三つの 與 へられ /: るは 卽ち 相等し かるべき 二つ 
|の比の中の一つと、他の一つの比の雨項の中一つとが與へられたるなぃ/ 0 是故 
I に 比例を 解く とは、 r の與 へられた ると き 
, 、二 又は f : 、 

なる 比の 値を 與へ られ たる 數に 等しから しむべ く ミを 定む るに 外なら ず。 此 
與 へられた る 値を 土 6 となし 

r 二一 — S • 

:、) . 

|| なる へきを 要求す るは、 畢竟 

|| . 

|j f 二 ：^ h,f 

< 

| なる 條件 にょり f を 定めん とするな り。 是 故に ミな り。 ご；、 の 場 ^ 

| も 亦同樣 なり。 
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"、•がを 與 へて'、 二、 の 値を 求む るは 

'/ ;' r : 一 

を 解きて r を 定む るに 外なら ず 0 

: の 値が 整數 たに 等しき ときは“ は。" のた 倍な^ N 。 此 場合に。 C の 値 
を 求む るは s U -S ょり々 を定 むる ことに じて、 是卽ち 倍加の 問題の 轉倒な 
り。 是 故に 吾輩は 除法の 意義を 擴 張して、 'ルょり 

、/ ** vo n ペ 

なる 條件に 適すべき 數》 ，を定 むる 算法を 分数の 除法と 名ヴ けんとす。 實 、法、 
商の 語又此 場合に 襲用すべし。 分數 除法は 法が 〇 ならざる 限り、 凡ての 場合 
に 可能に して 常に 唯一の 結果を 與 ふ、 又 特別の 場合に 於て 實及 法が 共に 整 數 
にして 實が 法の 倍數な ると きは、 商は 整數 除法の 商と 異ならず。 整數の 除法は 
こ > に 定めた る 除法の 特例た るに 過ぎず と 謂 ふべ L 。 

此 意義に 從 ふとき は 整 數“を 整數朴 にて 除して 得た る 商は 卽ち 分數 な 
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敕 .11-* 數 みに 整數 ゐを乘 ずるは ，ご、、-/.“ よ 9ミを定むるに ^ じく、メをル杏 
する は c :* 9 〇 ゎ より f を 定 むる (: 異ならず a 一般に。" 及 r を與 へて 

なる條 件 (: 適合すべき， を 定 むる は卽ち 除法の 轉倒に して、 此 算法は 特別の 
場合と して 整 數の乘 法 及 一般に 數の 倍加を 包括す。 是故 に此算 法を 仍昏 ^° と 
名 づけ、〃 • p r の關 係を 表すに 


なる 記法を 以てす。 因子 及 積の 語 叉此 場合に 襲用す ベ I 。 
畢竟 


"，を 乘ず るは 


なる 比例式を 解きて〃 を 定む るに 歸 着し、“ は 5 し/と dfc ハに 全く 定まる 0 
分 數の乘 法、 除法は ib 例式 解法の 特例に 過ぎず、 其 演算は 次の 如くに して 整數 
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の 乘法及 除法 {: 歸着 せし むる ことを 得。 

先づ 
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I と 置き？/ 9 n ;、 ： 一を 驿 きて？ n ^ を 求めん 爲に 、右邊 の 比を >• r となし 

i 

て 前節の 比例 解法を 適用 すれば 

一 J ?、 

I -二 JV- 

一を 得。 此 結果は 分數乘 法の 組み合は せの 法則 及 交換の 法則に 遨ふを 明示す る 
j ものな 9。 

一 加法 減法に 對 する 分配の 法則 も亦此 結果を 用ゐて 容易に 證叨 する ことを 得、 

I 今更に 
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こ、 に r の 分母を r の 分母と 同一と なせる は、 此法則 の R 通を 妨 くる もの (: 
あらざる や 明白な り。 

乘 法に 於て 因子の 形式の 異同は 積に 影響す る ことなし、 卽ち 1 、こ；“、 な 
らば 必ず/ 5 rj ，、、 なるべし。 こは 比の兩 項を 夫々 之に 等しき 數を 以て 置き 換 
ふる も 比の 値變 する ことなしと いへ る 事實の 當然の 結果な り。 是 故に 1 よ 
り > =^、‘を得。然れども又逆に}_2なるときは必ず\そ、なりといふこ 
とを得べし、げにも/ぞ：《">2 ゞ "？-に1て > 1 "2は，9-、こ遗半せざるを 
得ず。“ の 〇 なる 場合は 例外なる を 忘る、 ことな かれ。 

比 冽 式の 外 項の 積と 內 項の 積とは 相等し、 卽ち 


a : y) H : こ 


なるとき は 又 


a u 


にして、 且此 二つ は ®: は 同一の II 係な り。 げ に も 先 づ、、 卩二 なるとき 此相 
等しき二っの比の値を？；こ名づくれば'、，“ ^ こ：=5ょり.て'二' 5 -( >;. )「乘 
法の 組み合は せの 法則に よ ぃノ ' ;^ r>l 隨 て'、 rA 々•又 逆に'、‘' な V? とき 
は、/ の 値を ac . と 名 づけ、'、 • - > ブぞ 得、 隨て顺 次 ^ ) 卩’ / ダ 2 ! ミ'、：、 7 卩」 を 經 
て'、‘ :； ? n '、} に 達す。 是故に 
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y 〆 C 
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は 必ず 相隨 伴す。 

比の兩 項に 〇 と 異なる 同一の 數を乘 ずる も、 比の^; lla I '3c する 
= 与： ^ げにも '/ 09r) " > (、 d 


とな L ち 
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法 除 及 法 乘の數 分 
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) 丨 i なる 二つの 數 は/ ^ 、 = 一 なる II 係を なせり、 而して 此 芹 式 
は 3 3 の 中の 一つと 共に 他の 一つを 定 むる ものな 9、 斯の 如き 二 t ' ノを 
互に 逆なる 數と いふ。. 〆 、 グが 互に 逆なる 數な ると きは 

/£ n 一 : / 9 、 

なり。 此結果 を 利用して 

; 卜 了 - 

、、 h 

なるとき 

、、 ： / r | : 一 

を 解きて C = '/: " を 求めん とする に、 先づ 3 の逆數 s U ^ を 採り之 を 左 邊 
{ lii てるよの r 項に 乘じて - i 、 ： 一 H < T H 1 を 獲、 これより 直にへ nu ^ / n り 



を 得、“ を 3 にて 除す るは、“ に# の 逆數/ を 乘ず るに 異ならず。 分数の 範 
圍內 にあ 9 ては、 乘法 除法、 其 致 一な 9。 
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#、 r の 積は r : /9= /. 一の ミに 代入して 此比 例式を 成立せ しむべき 數な 9 と 
の乘法 の 定義は 一の ^: 陷を 有す。 そは。" の 〇 なる 場合に 於て 2() なる 比 {5 L 
て ? の 如き 積の 意義な きこと 是な ち然れ ども/の 〇 なるとき は () 二 。 0 
ょり 1 .0 = 0 を 得べ くして、 乘 法は 一般に 交換の 法則に 從ふが 故に、 ? •も 
亦 〇 なるべし と 定めて、 此缺陷 を 補 ふこと を 得べ し。 

法の 〇 なる 除法に 意義な きは 勿論に して、 此點 につきて 誤解 ぁるべ からず。 

第 六 章 分數 {: 關する 整數論 的の 研究 

最小 公 倍數及 最大 公約 數〇： 命の 定義の 擗張 、貨の 指數 C 素数 分解の 應用〇 分數を 部分的 分 
數 こ分择 する こと 〇與 へら f : る 分母を 有する 旣約 眞分數 の數 、ガウスの 函數や C こ、 其 性 
.質 及 算式〇 分數の 展開、 命數 法、 小數〇 循環 小數の 起源 0 フ "ル マ ーの定 理の 間接證 明 0 小 
敷の 四 則 演算 




Mli—. 


分 

數 

の 

整 

除 


5 


前 ^ 7 (: 於て定めたる分数除法の 1 義に從ふときは、".が'ノの倚數なるは'/:1 
なる 商が 整數に 等しき 場合に 限れり。 整除に II する 基本の 二 定理は 分數 につ 
きても 亦 整數の 場合に 於け ると 同一な り、 日く、 

一，"、 ゲが 共に 3 の 倍數な ると きは、、 ± '、、 も 亦。" の 倍數な 9。 

二、〃 •は 9, の 倍數 > P は r の 倍数なら ば、“ は 亦 r の 倍數 なり。 

げに も' r // は 3 の 倍數な るが 故に、 / n へ :- '/” 5 なる 如き 於 t "、 〆 は 」 P 
在す、 さて' a ±'、/ n ? ± a r 9 にして 之 ! + 5 、 は 整數 なる が 故に' こ !- r '/ ょ. ゴ 0 
倍數な り。 二の 證亦 類推すべし。 

^ ; 除に 關 する 性質に つきて は數の 正員は 度 外に 置きて 可な り。 後 文の 說明中 
關 係せ る數の 符號 ょり 論理の 不明. を 生ず， べき 場合には、 其數比 ， H JI : なり. となす 
べし。 叉單に 分數の 分母 分子と 稱す るは、 特に 其然ら ざるを 明言せ ざる 艮 り、 
此分數 に 等しき 旣 約分 數の 分母、 分子を 指せる ものと す。 前章の 例に ® ひて 一 
般 •(: ギリシャ 文字を 以て 分數を 表は し、 ィタリックを 以て 整數を 表は さんと 
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す。 

さて 3 ノ 〆 を旣 約分 數の 形式に 表は して 


a 

71 






2、 


LC 


置く とき ダが# の 倍数なる が 爲に 必須に して 且完 全なる 條 件は 如何。 4 


- S なる が 如き 整數 々存在せば 


0 ! 


As 




n、 

1/0 7/1、 


ぶ 


を 得、 5 ミは び によ 9 て 整除せられ、 而もれ はび と 素なる が 故に 第 四 章 (五) 
によりて ^ は び によりて 整除せられ ざるを # ず、 又 ^ ミは W によりて 整除 
せられ、 而も «/ は， れと 素な りと いふが 故に、 Jf は， - i #/ により L 整除せられ ざる 
を 得ず。 又 苦し 倒に ^ は e の 倍數そ = 1 又“ は lf / の倍數 ミ- I 、 なりと 

ナ 」^ -6 
Ay % 


r ， pa 2 x la 

a ,m f i — 1 ! . *ij 

-H 、 z 


(1) 


z 
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㈠ 




卽 ち. 〆 は々 の！； 倍な り。 是故に 次の 定理を 得。 


)•：. 3 が々 - C 7) 倍數 なる 爲には 〆 の 分子は 3 の 分子の 倍數な る こと 及び ダの 
\ 刀 公は 3 の 分母の 約數 なる を 必要と し 又 之を 以て 足れ 9 とす。 3 が 〆 ( 7 ) 
約數 なる 爲には 3 の 分子は 〆 の 分子の 約數 なること 及び 3 の 分母は ダの 
分母の 倍數 なること を 必要と し 又 之を 以て 足れり とす 0 
此 定理を 利用して 直に 次の 結果に 到達すべし。 

二、 3 ノ 〆 、 …… の 公 倍數の 分子は 此等諸 分數の 分子の 公倍數 にして、 其 分母は 諸 
JS 刀數の 分母の 公約 數な り、 故に 3、 〆 ： •.： の 最小 公倍数" の 分子は. 〆 、• 〆 …… 
の 分子の 最小 公倍數 にして、 パの 分母は？/、 グ …… の 分母の 最大 公約 數な り。 
气グ •…： の 公約 數の 分子は 此等諸 分数の 分子の 公約 數 にして、 其 分 ^ は 諸 分 
數の 分母の 公 倍數 なり、 故に 9 ::: の 最大公約数'〃 の 分子は ダ …： の 
分子の 最大公約数に して*〃 の 分母は^// の 分母の 最小 公 倍數な り。 

/ Vo " —， p ' 二、 9 、"丨 P 、 y ?、、 ” 

G 8 4“ 


S 
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分子の 最小 公倍數 G 分母の 最大 公約 數 し 
分子の 最大公約数 一 分母の 最小 公倍数 241 

== ♦ = 9 こ 3 ~ " ^r : 20 

= 20 、 = y Q 
ni 、、 - 、 二 90 

整数の 場合に ありて は、 無限に 多くの 整數に 最大公約数 あり 得べ し' 例へ ば 凡 
ての 偶數の 最大公約数は 2 なる が 如し。 然れ ども 無限に 多くの 分数を 與 ふる 
ときは、 其 公約 數は必 ず Li 存在せ ず、 例へ ば - h 7 ^ r , - h :…. 一般にを-の 
如き あらゆる 分數 を考 ふるに、 其 公約 數なる もの 有る ことなし。 上文の 說明に 
於て^/ ダ …… 等與 へられた る分數 の數に は 限り あるべき ものと 解す る こと 必 
要な り。 

分數の 最小 公倍数、 最大公約数の 觀念は 其 鼠 1 に 於て は 整數の それらと 異な 
る ことなし、 然れ ども 第 四 章に 用ゐた る證 明を 其 儘 分數の 場合に 適用す る こ 


179 數約 公大 最及數 倍 公小最 （-) 

— 一 — … - — — — 一- 


とを ずす 露 ^ P ' に 1; の r る r ii . を 考究せ は、 ^ る 所 少から ざるべ L : 

3 、グ ：：： の 最小 公倍数を' 又 其 最大 公約 數 を、" と 名 づけ 

1 一 u k T k ^ H 

■ to = >、== ?、 。 • 

と 置か ば、 整数た、 A -/ •:: 及〜、 r 、 ：：： の 最大 公約 數は いづれ も 1 なり。 

二っの 數“ 、夕の 最大 公約 數を气 最小 公 倍數を パと せ ば 

a つ " u fi 

以 L 二 定理の 證明を ば 練習の 資料と して 讀者に 薦めん とす。 

(二) 

素數 分解を 分數に 適用せ んが爲 に、 先づ騾 の 定義を 擴 張して、 指 數が質 の 整 數 
なる 場合に 及ぼさん とす 0 

指數# が 自然 數な ると き、 r/ ,J a “ なる 因子" 個の 積を 表は せりと いふ ^ C0 
定義を 基礎と なすに、 分數乘 法の 意義 旣 に 定まりた る 上は 基數 ，が 分數な り 
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士も 〆 なる 蠶は此 定義に 煜て完 全なる 意義を 苻し 、羃 につきて 第二 章 (六) に 
說 きたる 諸 定理は、 基數ガ 分數 (正又は貴の)なる場合にも、其まゝ遒用せられ 
得べ し。 要するに 羃の 凡ての 性質は 次の 二等 式より 推定し 辟べき ものな 9 。 

S 一 u a (ご 
<71 H 3 a ( 2 ) 

吾人は 今 指 數は 自然 數な るべ しとの 制限を 撤去し、 此二 等式を 以て 雜の 定義 
として、 以て 冪の 觀念を 指 數れが 〇 又は 貢の 整 數なる 場合に 擗充 せんとす。 
基 數“ガ 〇 なる 場合は 姑ら く 之を 度 外に 措かん に、 (2) に 於て" に 代 ふ 〇 に 
〇 を 以てする ときは 气 = 气 •ミを 得、 更に (1) を ゐて S 5 S さて" は 〇 
にあらず とせる によ 9 

'')-1 5 

指 數が〇 なる 場合に 於け る S の 意義は 之に よりて 定まる。 次に； 7 に 於て" 
に代ぶるに -1 を以てせば : 1 "3*。卽ち (3) |': よりて1"こ :- 3よりて 


1 S 1 


張 


m 


冪 


(二) 


5 




a 


次に (2) に 於て“ に 代 ふるに 顺 次 - 2 -3 ::: を 以てする ときょ、 


今 气 


を 得。 一般に 


it H 


へ//* 


なるべき は數學 的歸納 法に よりて 容易に 證明し 等べ し。 

11 の 新 意義に 後 ふとき、 第二 章 (六) の 諸 定理は 仍ほ 成立す 
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{'，ミ)、- 卩 


(ミ ^ 
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二 j 


.= a J as 

へ/;、、 .- ' ^ 
a 三 一 
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此等の 定理の 證明は 二 棧の 方法に ょりて 成され 得べ し。 : K 二は こ" に涊の 定 
義 となせ る⑴⑵ の 等式は 第三 章 一四} に 於て 乘法 に與 へ、 /: る 定義に 酷似せ る こ 
とに 着眼して 彼 處の證 明 法を 摸 做す るな り。 又 一は 此等の 諸 定理は 指数が 正 
なるとき 旣に 成立せ るが 故に (8) 及 (4) を 用ゐて 指數が 〇 又は 質數な る 場合を 
ば指數の正なる場合に 11 ^ せしむるなり 0 今筒單に第一の方法にょ9て (5 . /> ) 
又 第二の 方法に よ 9 て ( 6 ) を 證 明 し、 K 他は 讀衮の 補充を 待たん とす。 

(5) の 兩 等式は 貢の 指数の 許せられ たる 卜 (i 、{ m は 同一の® TI を 表は せる もの 
なること 明白 なれば、 こ、 には 唯 其 前なる 一つを 證明 すれば 足れり。 さて 此等 
式が、# の o 、 ± l なる 場合 {: 成立すべき ことは (3) (2) (4) の 最 直接なる 結 ^ なり'- 


儿ょ ，9ミ±1 に 移らん に、 

S + S +1 

! 


、2玄+1 


3+U +1 


s 十ー ミ Z 士 

= • rr • ff = r 、 二 rf - rr 


?H 1 






の 


攒 


張 


S 3 


此處 に用ゐ たる 論法の 根據は 加法の 組み合は せの 法則、 g i : 代 ふるに ミ 
又 "に代ふるに ±1 を以てせる (5) 、从の場合の (5) 、乘法の組み合はせの法則， 

” (: 代 ふるに；；、；： に 代 ふるに ±1 を 以てせる (5) にして 最後に 到着せ るは 01] ち 
= ± 一の 場合の (5) なり。 數學的 歸納 法の 雨 段 完成せ 9。 

ね从兩 ながら 正には あらざる 場合に (6) を證明 せんに、 先づ 3 又は" の中少 
くと も 一つが 〇 なる 場合は 兩邊共 に 1 となりて 落着す。 さて，“ を 自然 數 


し 


uiT 卩 

S ノ 

可 ミ 7 




I mn % 

i H z 


(a oi s 


5 ? m 一 
nu z f nu 


{ a— J H 

にょりて 凡ての 場合を 落着せ しむ。 

基数 1 なるとき は 冪は 指數 に關 係な く 常に 1 なり。 基數 JH 救なら ば ^ ょ W こ 


究硏の 的 論數整 るす 關に 數分 ^4 


正にして 基數貢 數な らば 冪は 指數の 偶數た り奇數 たるに 從ひて 或は 正 或は m 
なり。 基數〇 なる S は 指數が 自然 數 なる 場合に 限 9て 意義を 有 ir o 
指 數の變 動に 伴ふ蕙 の變 動に つきて は 後條 更に 說く所 あるべ L 。 

(三) 

素數 分解を 分 數に 適用す るに 當 9、 其 分 數の正 貢は 問題に 關係な きが 故に 之 
を 度 外に 置くべし。 今 


なる 分數與 へられた ると き 其 分母 及 分子“、 W を素數 冪に 分解し 




卩 i ' '/、 


を 得 


</ . :』/'/、 


し、 此 式の 右邊に 於て 更に 同一の 素數 因子 芬母 、及 分子 (: 共通せ しもの} を 
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仙の ¥ (: 集む ると きは 


分 

數 

の 

素 

數 

分 

解 


'/_ = 、 > c 、 > /> ^ 

を 得、 こ > に 巧 2 •:は 相 異なる 素數に i し、 指數 2 ? は 正 又は 貢— 
1 J / メズな 此 等の ^ 数 ® の 中正の 指數を 有せる もの、 み 0 積 及 員の 蓓數を 1] せ 

る もで f 、 それぞれ，— 旣 1 拿—? 嘗 す。 

例へ ば ：' 

— 100 
12 G 

100 " 2 . u 5 % 12 6 - 2 k 7 

4: 5 ノ2-3ム 7 丄 

- 2. 3 y 7 •丄 

|j 或分數 を 斯の 如く 素數馨 に 分解 するとき は 唯一の 結果を 得べき こと 明白な り。 
こ > に 後 文に 引用せ ん爲 、次の 事實を 特筆兮 
はすと きは 


A れ、 れ… が 相 異なる 素數を 表 


究硏の 的 論數整 るす 關に數 分 1S6 


^ - ^ ^ 

の 如き 積は 指數义 へ、 が 盡く正 (或は 〇) なるとき {■: 限り、 整數に 等しき こ 
とを 得、 特に 此積が 1 に 等しき は 指數が 盡く〇 なるとき に 限る。 

二 個 以上の 數の 整除に 關 する 關 係を 論ぜん が 爲に 因子と して 此等 の數の 中少 
くと も いづれ か 一つに 關係 せる 素 數を盡 く 採り' て 之を i>l 、 外、 ^ : と 名 づけ、 此 
中 或 素數が 或 一つの 數に關 係せ ざる ことを 表は す爲 には 數の 分解 式の 中に て 
該素數 に 指數〇 を附 する こと、 し 

1= 一 iv- 7 

巧 > …… 

と 置き、 さて ダが 5/ の倍數 たるべき 條件を 求めん とす。 此條 件は 战だ簡 單な 
り。、 こ N で、 「ゴ へ， ^ …… が 整数なる ベ き爲 には、 前に 述べた る 所 {: 
より 

> !- ， iiv o , '\ 2 ! >? iiv ? 5 l ,? ! lv 0 


6SJ 


ち 


素 

數 I 

分 

解 

0 

應 

用 


«L 、 llv ^ , ^ i!v t ? , ^ ilv ’ こ 

なる を 要し、 叉 之を 以て 足れり とす。 

3 っ" •.•の 最大 公約 數 、ひ 及 最小 公倍数 〆 を 得ん と fc せ 文 


> A ノ ^ 。 f/ 

C H i グ ?> 2心 >: . 


2 於 てげ を' v …の中 最小の 者、 ^ を' •の 中 最小の 者と なすく 


§, s r m 

f ， N Pi 一 P,1 r p\ is 


に 於て s 、 s 、： •を それぞれ' V :/ 气 ベ： •の 中 最大の 者と なすべ 
例へ ば 


T A- si. 5 
、 3 3 • 5 e 
、 ' 、二 T 21 ノ 3 . 5 


又 
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▲.一 ... ~ " ~ .. : 一-- •一 


ク U 丨 ^ 久 ==丨 ^ .^ 0|2一 .- K 丨 3 > £i = 丨 1 

,? " 丨 1 ,久 U 一 ,、み、" 一 ; — r s ご“-一 
$ = 一 . ,?, n 〇 , ユ、 == 一 ; '、：J u ? ‘5 u 一 

ノ 51 W pi tc 

c H 2 3 • C 7 " r : . - 

tc 4 

/; 2 ~ o; u 一 LI 

二) の 例を 參 照すべし。 

素數 分解を 利用して、 前節に 述べた る 分數の 最大 公約 數及び 最小 公倍數 に關 
係せ る 諸 定理を 證明 せんこと、 初學卷 に 有益なる 練習な り'。 

(四) 

正 又は m の旣 約分 數 S - の與 へられ、 其 分母“ が 相 素 ^. る 二つ の 整 數“ 、み 
の 積に 等しき とき、 此分數 を 分母“ 及 6 なる 二つの 分數の 和と して 表は もん 
ことを 要求す。 此 問題は 第 四 章 (五) に 說きた る t ファント 方程式の 解法に 歸 
翁す る こと 次の 如し。 




分 

的 

分 

數 


9 

S 


m 

Z 




+ 


// 


(一) 


よ 

/V 


§ Her /、 ■十、、、' 

と 降 一に 歸 するガ 故に r ^ 、 びは 

n h or 十 a y 

なる て ファン ト 方程式の 一 對の馨 なること を 要し、 又— 以て 足れり とす。 
T <、、 1 さて： は 相 素なる が 故に 此方 f ず、 而も 限 1 
數 の— — す。 此 1の中 - が if 正— る 者 
n l . 對 t 。 若し 此 特殊なる 解答— a を正 の 眞分數 (if 
I ) I と— れ ど— ミ— く— たる 上は If I 、 
1 故に 1 は— は S して 其絕對 f 或は ils i 

例へは lig の 分母 g を 相 素な— 數 4、 及び u S となして、 1 ⑽ を } f 




-ftii. ^rh r 一 ... ^ 
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及び 15 なる 分數の 和に 分解 せんが 爲に 


を 解けば 


H 一 5 h 十ー ニ、 


8 y 丨 一 + 、 一；, /y H 4 1 一〇 


を 得、 f を o 、 l 、 - l …… となして 


s — 1 
V" 4 一 


h = 3 ~ 

/、 " 1 1 1 i 


8 MH I U 


// U 
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を 得、 隨て 


一 
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3 I i " i I 5 
4 s . 


1 9 
1 5 


GO 4 

若し 4 を 分母と せる 分數が 正にして 1 より 小なる べきを 要せば 第二の 分解 
を 採るべし、 又 15 を 分 # とせる 分數が 正 !: して 1 より 小なる へきを ^ せは ^ 
一の 分解を 採るべし。 此時 同時に 他の 一分 數 にも 或條 件を 充實 せしめん とす 
るよ、 卽ち 列へ ば 其 正なる こと 又は 1 より 小なる ことを 望む は 過 一 Ya の l w t 


啬 

分 

的 
分 
數 


9 


老 し ^ ^ ；: が 二つつ、 相 素なる 整數' ゎ、 r •の 積なる ときは 右の 方法を B 

用して、 先づ を 分母 t なる 分 數及び 分母、、？ •なる 分數の 和と なし、 更に 

此 第二の 分數を 分解して 分母 心なる 分數及 分母？： なる 分數の 和と なし、 斯 

の 如くに して 竟に 5 孓 を 分解して、 び、 6、 ？： 等を 分母と せる 分數の 和と なす 
ことを^ T 。 
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此 場合 (: 於ても 亦 W ::: を 分母と せる 分數が 正の 眞分數 なるべき を 要求 
する ことを 得べ しと 雖 、唯 最後の 一分 數は其 他の 分数の 定まる と共に g ら定 
まる 〈きが 故 { 此の 一つの 分數 には r 等の 條件を も豫定 する ことを a げざる 


し ( 


例へ ば 


oi o—4 r di 
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1 1— 抑 
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よりて 


1 U 3 
60 4 一 


2 

3 


若し 强て 凡ての 分數が 正の 眞分數 たるべき を 欲せば、 分解 式の 右 邊に正 又は 
置の 整： 数 一項を 添加す るを 避く V からず。 例へ ば t U ミニ なるとき 既に 〆 V 
が h を 正の 眞分數 となした る 上は ^ V は 自ら 定まれ り、 さて， ^ r は 大小の 順 
序に 於て 或 隣接せ る 二つ の 整數の 中間に 落ち、 例へ ば 


& 


7VTW 


7 / A I , * r A 7 / 丄 * 

なる、 んは正 又は m の 整數な 9。 されば 


I ^ H 


• ff 


う 


と くと き 


0 <ふ <一 




㈣ I 


にして 卽も VC は 正 0 眞分數 なり。 よりて 5 A の 分解 式に 次の 形狀 を與ふ 
ことを 铎。 
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例へ ば 上に 揭げ たる 1 60 の 分解 式に 於て 

— 2 < JL r — 
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3 功 

以上の 所論を 總 括して 次の 定理を 辱。 

分 1( " 17 の 分母" が 二 つづ > 相 素なる 整数' み、 r : •の 積に 等しき ときは 
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十… [- f f / 
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の 如く を 飾へ 刀 ^ 分數の 和に 分解す る ことを 得、 此處 右邊の 諸分數 はい 
づれも 正の 眞分數 にして びは 或 整數な り。 

斯の 如き 特殊の 制限の 下に ぁりて は si の 定まれる ときは 如上の 分解は 唯一 
の 結果を 與ふべ きこと 上文 說明の 裡に 明示せられ /: 9。 此點は 亦 次の 如くに 
して 直接に 之を 確む る ことを 得べ し、 L •の 等式の M 4 邊に "を 乘 ずれば 

( i :) JL - c 、 T 6:.)+ i ::± f / T ?fo 

を 得、 之を 

z l u a 一 h + a h 

と 書く ことを 得、 八、々 は 次に 記す る 如き 整數な 9 

、i … •： 丄 ' 

/ i ' T ) + 0 、 (I + … ± 1.:) i 、 ' ド i 

是故に 

i i = /i S + 5 // 


部 

分 I. 

的 I 

分 一 .. 

數 一- 


5 

9 

1 


なる f 4 フアン ト 方程式は sn x こ ynA •なる 解答を 有し、 a ム と“ と i ti - I ^ 
なる が 故に 此方 程 式の 解答の 中 ミ VS V 0 なる 條 件に 適合すべき もの 隹一淵 

^8 とを 夕 i: L て 存在す る ことを 得ず。 卽 ち，“. は 一定の 數な り。 が、〆 (■: 

つきても 亦 同じく、 隨て切 も 亦 一定の 整數な り。 

外を 素 •數霡 に 分解して 

X H P ド ^ 7 

を 得たり ■とせば、 上の 結果に ょ 9 

ミ*— J> c 」： ?: , 」 

-! ‘— ！ 2 »; ‘ + ， ^ i r + - ! 7 - 十 …… l-f Q (こ 

を 得、 v <> 、f . は それぞれ VV〆 … ょり 小なる 正の 整数な 9。 これら ペ c > 、 
及… 等を'' ぐ： の： 慕に 從て 展開し 

…… + f t + ；, ご t V r: W 〇 , 

? u N、/! + …… + f // + デ '/ Y ilv o, 
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となす。 こ、 に 係數 tr 、 一？… - a 、 A ろ… ^ 等は それぞれ i > 、 ヴ 等より 小なる ! 1 :: の 
整 數な るべき こと 勿論な り。 之を (- i ) に收 用して 
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+ + 
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+ ^ 
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を 獲。 

此處 にな ほ 次 節に 引用すべき 一の 事實を 附記すべし。 SV が 旣 約分數 なると 
きは (1) ⑵⑶⑷ 等の 右邊に 現 はれた る分數 は、 いづれ も亦旣 約分 數な るべき 
こと 明* 白な り。 又 逆にび C …が 二つ づ > 相素 なるとき は 


af 

a 


h ， 

h 
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± a 


る 


の如き和は、ゼ'が|む、\了：ガ盡く旣約分數なるときは、|-丨を分母とせ 
既旣約分馼に等し❹隨て訢の如き和が一の整數となり得べきはが“：ゎ ^ べぐ 


卜| 等の 盡く # 數 なるべき 場合に 限れ. 9。 

一， (五} 

正の 整數 S を 分母と し、 1、 公、 n を 分子と せる.；： 固の 分 救 
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h 


ミ' 


(1) 


の TT 旣 釤分數 なる は 幾 個 そ。 此數は 畢竟 1、 9/ 3、 れなる 5 個の* の P 

と 相 素なる もの >數に同じ、此數を表はすに、ガゥスは 

f { 3 

なる 記號を 用ゐた 9。 この 記號の 意義に ょれば 

l l)= r f(2) = l,p(3T 2 , ST 2 , …… 

なること 直に 驗證 せらるべし。— 1 の 一般の 算 式は 如何。 此問 題を 解決 
する に 先ち、 で (£ の 特異なる 一 性質に つきて 數 言を 費さん とす。 
d を 以て S の 約數の 一とな さば ⑴の 諸分數 を旣 約分 數に 直す とき、 - 中 必ず 
d を 分母と せる ものを 得。 又 d を 分母と せる 旣釣 分數の 中 1 ょり 大なら ざる 
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ものは 盡く (1) の 中に 包括せられ /: 9。 げにも 今 ミ U I 、 と 置か ば ⑴の 


'7、 

u 


2 る卜 
H 


(f 一 ^ 、 

ミ 


'2、 


なる 4 膈 は それぞれ 


7 「 4 


'711 

Z 


a 


に 等しく して、 上に 言へ る“ を 分母と せる 旣約 眞分數 は盡 くこの" 俩の 中に 

網羅せらる。是にょりて ^1 、も'ゾ を 以て" の 凡ての 約数 1 及び" を 包む) 

となし、 (1) の a 個の 分 數を旣 約分 數に 直し、 之を 其 分母に 從て 分類す ると き 
は fr を 分母と せる 旣約置 芬數の 全體、 31 : 數 $( 3- ) もを 分 仰と せる 旣約 眞分數 
の全體 其數 S ?)： •を 得、 卽ち 

弋 ( 3 ) + f ( ,?- ) + で ( -3- ) 十 no ( 2 ) 

輒へば 4 を 15 とし、 (1) なる 十五 個の 分数を 旣 約分數 となし 


一 tc 

1 5 べ一 5 
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略 
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一一 
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(fin) 


を 得。 之を 分母に 從ひて 四 類に 分つ に 
f (171" 一 

弋 §"2: 5 

3 、 W 

12 3 4- 


f (5)4 

マ (1 5 T 8: 
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f (一 T ft 8 ) + f (5 H 4 (一 5 T 
1 — 十 4 + 8 n H --' 5 • 


Co 

5 

4 


7 


8 一一 一 co s 


『一 5 、 15 J 5 「一 5 二 5 J 1 「一 5 • 

S の 凡ての 約数 ばに つきて々 5 を 作れば 其 和れ に 等し、 とい ふ 整数論に て 
有名なる 定理は 分 數を利 用して 甚簡單 に證 明せられ た 9。 


2 1 


が 相 素なる 二つ の整數 び、 6 の ® に 等しき とき ^ ” ミ、) 


m a- 一 ^ h 

—r^l l^i 

ミ 、> — •、 


m 


なる 等式を 二 樣に觀 察する ことを 得。 第 一 、 左邊の 分數を 逐次" を 分母と せ 
るュ £ 個の 旣約 眞分數 となし、 右邊は 前節に 述べた るが 如くに して、 之を 部 
分 的 分數に 分解せ る ものな りと なさ ば、 右邊の 分數， U /7 は 共に 旣約 分数 
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にして (前節の 結尾を 看よ) 且切は 〇 又は 7 の 外に 出で ず。 よりて 斯の 如く 
にして 得た るで ? ) 個の 等式 ( B ) の右邊 の分數 部分は 盡く相 異にして、 こ 、 に 
現は る 上 一つの 分數は それぞれ t 、 むを 分母と せる fo ) 個で (3 個の 旣約 眞 
分數 一つ一つの 相 異なる 組み合は せな 9。 是故に 

? {3 IIA 9 { 3 . 

次に 又 (3) の 右邊に 立てる 二つ の 分數を 逐次' むを 分母と せる ^ 5個 1 5 
個の 旣約 M 分數 となし ザ + が 1 よ 9 小なる ときは びを 〇、 又 此和か 1 
より 大な ると きは ± r / を -- 1 となし 行か ば、 斯の 如くに して 作らる >$(<，). 义、こ 
個の 等式 (8) の 左邊に 現は れ來る ものは いづれ も“ を 分母と せる 盡く相 異な 
る旣約 眞分數 なり。 (前節の 結尾を 看よ) 是 故に 

H l iiv f マ 0 1 .S 

以上 二獯の 結論を 綜合して 次の 定理を 得、 

t 、 c が 相 素なる 整數な ると きは ^ H 々( rf ) 4 ( 3 (一-) 
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此結果 は 之を 因子 二 ® 以上 0 場合に 擴張す る こ*" AJ ^ ^ 1' J'- 、 a 、 ^ 、 
相 素なる 整數な ると きは、 先づ びと？) とは 相 素なる が 故 i 

f ハ t r be: J> H -C 广 a〆 <p 广 he …ン 

同じ 樣 にして や (？> : T$(、 0 l f r 戈 ? :) 4 2 を # 、 竟 

で ? ,、 〇 ••) = ^ 5 ^ ( /> )$( o 

に 達す。 今" を 素 數羃に 分解して 

«w 卜 y '/ % 、、 一 . ： * 

を 得たり、 とせば 


弋 (友) で (、/)$( :, ) 

例へ ば $ - 15 = 3. 5 
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13 丨 2 
15 S 

一 、 i 卩 1 
1 5 CO 


+ 


にして 右邊 には T — I * なる i = 2 個の 分數と J ⑽ 丄 なる S ) 
n 4 一個の 分数との 一つ一つの ぁらゆる 組み合は せが 唯一度 づ 、立てる を 見る 
べし。 

一般に 1 5 の算 式を 31< むる は ( 5 ) にょりて 素数 羃 〆 につきて f (3 を 求む る 
に歸翁 す。 さて 1 ょり 2 > a に 至る 〆 個の 整數の 中" i > と 相 素なら ざるは" の 
倍數 なる 7>, 2? で 1 .セの ^ i 個に 止. まれり、 故に 
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こ、 に v ヴ 、.： はれの 約數 なる 相 異なる >L て 0 素數を 表せ 
冽へ ば 

6 0 4“ S 
' ( 8 ) " f (4) Z 3U 二 5 ) 

« OAV » 

げにも 1 ょり 0 Q に 至る 整数の 中 n と 相 素なる は 次の 十六 個な り。 

S 

前！ g に說 きたる ^ n ) の算 式を 直接に、 最初 等なる 手段に ょりて 再び 算出 せん 
が 爲に 、こ ゝに尙 雨 三 頁を 割愛すべし。 

f ? ) の 算 式を 得る に 次に 述ぶる 二つの 事實を 基礎と なすこと を 導べ し。 

一、 P が“ の 素数 因子の 一 なるとき は f c 5 ) 〃、> ! £ 
二素數がが从の約數ならざるときは ^ P S H (p I 一 X ぐ 5 
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今 之を 證明 せんが 爲に 1 ょ 9 "に 至る 整數の 中” と 相 素なる 
を 

si , 'f 

と 名 づけ、 さて 此 等の 数に 順次“ の 倍數を 加へ て 次の 表を 作る、 


ar <r: 

'fj + i sr 5 く 

31 + 2 5 へ t > + ^ ご •；、+2 た 7 


3 + c v — 1 )i、7 ' ,r +(i、 丨一 S 7 , 4* e l 1 ) ？ 


先づ 第一の 場合よ 9 始めん 二 r に 列記せ る专個 の數は 皆— より. 小に して、 
いづれ も— と 相 素な り。 實 にも 此 等の 數の一 つ 例へ ば s + /.i と1とを觀 
るに、 若し 兩 者に 公約 數ぁ らば、 其素數 因子の 一つを" と 名 づけん に、" は 
1> に 等しき も 又は 然ら ざる も、 必ず ⑴の 約數な らざ るを 得ず、 よりて びが 
き + 1 の約數 ならん 爲に は、 ヴ はらの 約數隨 て 心 及び かの 公約数なる を 要 
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す [r も“ と" とは 相 素な り-とい ふが 故に、 是不可 有の ^ に 屬 す。 又 逆にみ 
を 以て 1 よ 9 1 に 至る 数の 中 1 と 相 素なる もの， 一な りと せ ばむ は 亦れ と 
相 素な 9 .° さてみ を； ^ にて 除し 1 + : $ Y *>0 を ^ たり とせば 、 r i 
亦“ と 相 素なる が 故に 广は ^1 ^ :'の中の一つな9。又むは；ミより大なら 
さるに より“ はかより 小な り。 是 によりて みは 上の 表の 中に 載せられた る 
數 ならざる を 得ず。 上の 表に 載せた る— ? ) 個の 數は 1 より ⑽に 至る 整 數 
の 中 W と 相 素なる ものを 盡 くせり。 卽ち 1 1)" 鸾 ? ) 

第二の 場合に 於て は、 上の 表の 數は盡 く" と 相 素 なれ ども、 の 倍 數なる も 
.の 各縱 列に 唯一. 個 了 含まれた 9。 例へ ば 第一の 縱 列の 數 につきて 言 はんに 
此 中の 或數が i > の 倍數な らんが 爲 には 

+ H Z . u p n 

な る § 係が 敕 'll の T " によ 9 て 成立 せんこと を 要す、 さて" と 外と よ ffi 素な 
るが 故に 此デォ ファント 方程式は 必ず 解答を 有し 而も， がみより 小なる 正の 


六 究硏の 的論數 整る す 關に数 分 ‘ 2 〇3 


^ 4 

整數な .•るべき 解答は 唯一對 に 限れり。 是故 に此 場合に 於て は 

弋 U 5 ) " i さ— I C 

= 9 — 1) $ ? ) 

上述の 結果を 利用して々 ? ) の算 式を 獲ん と钦せ ば 次の 如く 考ふべ し。 
先づパが素數なるときは 1 ^ )"で—1なること明白なり/よ9て一によ9て 
服 次 

9{i J =v9{3"p{flh でへ ^ ) 卩 7 名 ( ^ ) Hiv e >,ll) 

1 般に fo ^ " 落 ? 1) Kiwwi c T i --' ) 

次に 7 は i > と 異なる 素數な 9とせば、二 (: よりて 1 5/)-('/ —1) 1 ^ )次に 
又 一によ 9 て 弋( ^ '/こ“ '/ 1 \ '、) " 'y ('/|1) ^ ( % } 

一般に で ? : J " r / Tl ? — ご i '.) " ^» l c 、— ご'、 丫 3 ('、 •丨ご 

斯の 如くに して 竟に 

^ J > ベ V : .) = 弋( 、/)$('、 )ゃ(1'へ) 

" />1 9 |1)\/1 ^ 上) ^ -^マ；一) …… 
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分 

數 一 

- 
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0 ; 

ii 

展 一一 


を ^ 。 老 L 形式的に 論理の 最嚴密 ならん ことを 欲せば 數學 的歸納 法を 用 ゐる 
V し。 

(七) ， 

吾人は 先に 倍數 の觀 念を 分 數の上 に 擴充 せり、“ が 3 0 倍數 なりとは'、： C な 
る 商の r lx なる を レ ふ" 若し の 倍數 ならず ば'、 _ " I \ にょりて 定めら る 
る" は # 數に 非ず、" は 大小の 顺序に 於て 或 隣接せ る 二つ の 整 數の 中間に 落 
つ、 今 、 

'/ A X A '/ + 一 

なり とせば、 1 くは 正の 眞分數 にして 避て 


j '/\ U 


3 了 


にょりて 定められた る，， は パょ 9 小なる 正の 分數な いべ 
是故に 一般に“ 及び， 〆 (/r nr s が 與へ られ たると きは 

《卜 fl 7 ブ / OL' V r ilv o 


(一) 
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なる 條 件に 適すべき 整數ヴ 及び 剩餘 r は 必ず 存在す。 而も 斯の 如き 二つ の數 
が 唯一 對に 限り 存在し 得べき ことは 明白な 9。 第二 章 {七) の 定理は 分数の 場 
合に 擴張せ られ たり。 

今 a を 正の 分數 とし、 y 若し 1 より 大な らば 直に“ より 小なる 正の 整数を 
びと 名 づけ、 

と 置けは もは 正の 眞分數 なり。 さて 才を 1 より 大な る自资 數とな しへ r :' 
として ( 1 ) に 於け るが 如く 

i 5 — — 卜 1 + .F — \v WWWT 〇 

によ 9 て 整 數 c 及び A を定 むれば ろは 1 より. 小なる が 故に、 c は f より 小 
な 9。 ち 若し 〇 ならず ば 

.? ="!- 卜叩 4- ぶ 一：， >多ぎ 〇 

ir t, 

によりて 整數 <-2 及び 剩餘 ちを 定 む、 Q は 亦 f より. 小な 9。 次第に 斯の 如くに 


‘ — r 




して 竟 


s 、 l+ r 


17 ;r V 、 > • 十 1 i!v 


に 至 9、 此 等の 諸式を 一括し 


C 


分 

數 

の 

展 


V5 


夕 ■ 一 ,p 




f 


> V f 泛 …… p llv a 


( 2 ) 


V ^ 0 

を 得。" を，， s に f 展開し、 一の 項に 至て 止む とき、 

な 90 


剩項^ は L よ 


•4 


20 


斯の 如き 展開が 唯一の 結果を 與ふべ きことは 第 i $ に 
若し - 


ると 同樣な 9。 


、 /,= し 1_ 

h 


と 置か ば、； T 6 C : 


: •ぐは 次の 如くに して 定め 得べ し/八】 なる が 故に 《八— 
て ミ X ? 今 にて 除 L 、 整醫 —び剩 除，— たり とせば、 卽 ^ 


六 
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ミ、-" 6 + /•, 、> > >- «\/ 0 
と置かば、 ^ <1にして 

I a へ」 + と 

-丨 6 t: hr 

C を 才の羃 に從て 展開 すれば J は r ょり 小なる が ゆへ (: 

〇 = rjfi + P1 I. + + <, 

を 得べ し、 こ、 に 現は れ來れ る係數 •へへ …… へは 卽ち ( 2 ) の 係數と 同じく、 剰 
項は 

r 

1 d 

なり。 

斯の 如き 展開は 剩項 J の 〇 となると 共に 其 局を 結ぶべし。 さて 剩 項の 寛に 〇 

となり 得べき 條 件は 如何。 

“の 展開が 一の 項に 至て 局を 結べり とな さば 

z C 

>: 一 i - J TJI 

/> r * 
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分 I ; 

數 

の 

展 
賜 


さて！* を 旣約 分數な 9 とせば 屢用ゐ たる 論法に よ 9 て' みはた？ ^ 数なら 
さるを ^ ず卽 ちむ の素數 因子は 盡く f の 中に 含まる、 を耍 す。 X 逆にむ の 
素數 因子は 盡 く-の 中に 含まれた 9 とせば 指數 "を 遒當に 選み て、 r をして 
みの 倍數た らしむ る ことを 得べ く： を 斯く 1 ま 文 


a 

V 


V 


なる 龙き整 數〇を 符、“ 心の 展開は 實際 r の 項 以上に 及ぶ ことなし。 

f を 10 となす ときは (2) は卽ち 心を 小數の 形に 表は せ yc 十遂の 命數公 こ！ 一し 

"なる 分數か 有限の 小數 として 表は され 得べき が 爲には 、"を 旣約 分数と な 

すと き、 其 分母が 2 及 5 以外の 素數 因子を 含まざる べきを 要し、 又 之を 以て 足 
れり •とす。 

實際、 2 ci なるとき は./、，, の 中大な る 方を.“ となす とき' 始めて みは , の 
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钓数 とな *9、 t '7; は 分子に 關係な く、 小数 點以下 "裕の 小数と して 表は さ 


し H * 十 

•/* r/i 


V し ( 


例へ •ば 


— 73 

一 G j 


=10 


】G 4 

7 3 x IQ K 1G x 45 G 25 

i,,). 


若 X r " 2 となす ときは 


i 

o 


T- 二 


2，1】 の 項の 係數〇 なる を 示せり。 

(八} 

分 數“を 旣約 の 形式に 表は し t 上 6 となす とき 、〆 の 展開が 有限なる は、 分 
母. みの 素數 因子 盡く 命數 法の S 數 ，の 約数なる 場合に 限 ?' t る ことは 旣に說 
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さ J/t r r prf , f _ 今」 まれざる 索 m 因子を 有せば“ の 展 №1 (: 於て l ffi ハ 
の 〇 となる ことなし、 此 場合に 於て は 展開の 係數 は竟に 一定の 週期を 
環す るに 至るべし。 

分母み 力/に 含まれざる 素數 因子を 有する ときは、 みを 素數慕 に 人 リぶ し 、 C 
中 f に 含まる、 素 數に屬 する ものと、 然らざ る ものと を 列々 に m め 一し、、" > > 、 
とな さば、 ん の素數 因子は 盡 く/に 含まれ、， みは f と 相 素な り。 しか するとき 
はむ みは ft 素に して、 指數 ^ を 遒當 にと ると き ^ はがの 約數 となる 0 さて" 


を乘 ずれば 




ミへ 

ci / 


'、/ 

// 


を ^ 、"は'，， '(ご ^ ) なる 盤 數 にして ^ ; と 相 素な り。 A 苦！ の 素數 因子を 含 
まず ばみ を 1 , を 〇 となすべく、 [§2 て ミ"、、 なり。 

“の 展開は 之を W の 展開に 歸着せ しめ 得べき が 故に、 吾輩は 始めょり 


R MH 


b 
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なる 旣約 分數の 分母み は と 相 素な 9 となすべし。 

さて 先 •へを 超えざる 最大の 整数を“ ょり 引き去 9 て 

fi n ^ + // ご Rw nu i ^ j 

h 

〇八、、 一八 L '、一八、、 

となし％ の 展開の 係数 1 C - …… を 求めん が 爲にミ をむ にて 除し、 商 c 及 剩 
餘 ル を 得。 次に そを 6 にて 除し 商 6 及 剩餘心 を 得。 順次 斯 の 如くな し 行き 
て 

十 r ,r 

r *c H ,? /> + $ ^ - W 


r c " ' c ) + cf 

を 得、 «1 の 展 f)H 式を 定むる こと 次の 如し。 


循 

環 

小 

數 

の 

起 

源 


5 

2 






さて 6 は％ 及* と 相 素なる が 故に、 ( 1 ) の 第一の 等式に よりて 心は 6 と梠素 
なる を 知るべし。 何となら ば ゐと① との 公約數 は ミ/ ® 約數卽 ち 之と みと © 
公約数なら ざるを 得 •さるが 故にみ とちとの 公約数は 1 を 外にして ぁり ?! ' f ベ 
から ざれば なり。％ とみと 相 素なる が 故に 同一の 理由に よりて 心と みとも 亦 
相 素なら ざるを 得ず。 次第に 斯の 如くして ^ ^ へ ：：： 等 逐次 現れ 來る 剩餘は 
盡 くむと 相 素なる を 知る へし 

“、 «. 、 “…： •は 皆 A より 小なる 正の 整數 にして、 みより 小なる 正の m 數 (: 限 ぁ 
るが故に ^1 、士化 ：••： 等を 何處 まで も 求め 行か ば、 其 中に 同一の 數の 反復して 
出て 來る こと 已むを 得ざる 所な 9。 今 

: h H f r t 

なりと せ ば 


» n 一 i + 


,? 

Y 


+ 


f 

fTl 


hi 


( 2 ) 


2 


分 

數 

こ 

る 

整 

數 

論 

的 

の 

硏 

究 


六 


ク - f 


t 卜 




，十 > , 十 
ふ' ^ 




"t +t 


'f 


よ 引き算に よりて 


を ^ " 之を 約め て 


應 h. 

SI 


'ド 

t 'f 




+ 


一 - .// •+ '!‘- 1 」 h 


f : nu 《Lj, + 」 :f ! 

tx_l s/ x tl 


htT 


と 書く。 ¢7 は 

o nn ¢1 + + へ f i 

なる 整数を 表せり。 上の 等式の 雨邊に 1 i を乘じ 

f ^ I ^ T 9 

を 得。 これより^ とむ と 相 素なる ことに 着眼して、？‘ 一の" の 倍数なる こと 
卽ち 

J_ ( -/i’o r- /> ) ( t 

なること を 知る。 ミ、 a = より (3) を 得たり、 而 して (3) は* なる 數に關 係な きに 
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(八) 


注意すべし。 若 L 倒に (3) の II 係 成立せ 9 とな さば 卽ち 或指數 e につきて / fi 
がゎの 倍數な りと せ ば、" を 如何なる 自然数と なすと も Cvl ■ST'' 

，丨 If , nn で ：， + _!; |5 ;广 

Ml Ji 0 • 一 sc 丄 

卽ち 

4 ! f n 9 

'f x 々 rl) + (3 I r - L u 5 

を 得、 さて 1 I 一 はみ の 倍數な りと いふが 故に $ i も亦然 9 、 而も ，' f 
は 共に みょ 9 小なる 正数なる が 故に $ I '/? は 絕對 値に 於て みょり， 小なる 
整数な 9 、 此整數 が " の倍數 なり.. とい ふは、 其〇な るべき を 意味す るが 故に 

f u (f 

卽ち (2) にして 成立せば、 みに II 係な くもと i と 相等しから ざるを 得ず、 卽ち 

SI = r «r = 5 rr t ' c> = 、 .*> f …：… 

う 仏 •'% 等 逐次の 剩餘の 中には 同一の 數必ず 現出すべし との 簡單 なる 事實 


8 

1 

2 


る 


J -I : i 

論 

0r 

硏 

究 


六 


よ 9 發足 して、 若 l 相距る こと" 位なる 或 二 個 e 剩餘 相等しから ば， 

なるべき を 知り、 逆に、、 W 一 {i ミ 」>) なるとき は 相距る こと e 位なる 剎餘は すべ 

て 相等しから ざるべ からざる を 確め /: 9。 是剩餘 "、ル、“ が ^ ー ミ：！ 2、) な 

る 週期を 以て 限りなく 循環し 來 るべき を 證 する ものな り。 
e を 以て ^ - 一を むの 倍數 たらしむべき 最小の 正の ^ 數な りと なさ ば 、“、 K 
…… A なる 週期を 組成せ る 剩餘は 盡く相 異なり。 げに も若しの、心 …… ルの 中に 
相等しき もの ぁ 9 て 例へ ば ミ/ ni ilv >.、 v > !! v l ) なり とせば L 文辨明 せる 所 
により 、 e より 小なる 正の 指数 7 y - a •につきて 旣に' i — I がむ の倍數 なり， 
とい ふ、 6 に關す る 規定に 撞着せ る 結論に 陷るべ きな 9。 

剩餘 1 ル、％ :.… にして 旣 (: c 項の 週期を 以て 循環せば、 係数 C 、 •，ミ C … •： も 亦 
同じく 項の 週期を 以て 循環せ ざるを 得ず。 但し；： •；：、 ：：： <:.. なる 一週 期の 係 

數 は ^ ず^ ^ も盡く 相 ^ な-^ と レ ふこと を ^ ^*'''。 び、 ^, ル .••よ ぃノヘ 、 c., 、 q を 

定めた る (1) の算式 を 觀るに 一般に 相等しき びは 相等しき V: を 與ふべ けれど 


\ 1 /- 


循 

環 

小 

數 

の 一 

0 I; 

源 一 


9 

1 

2 


も、 鎌て 相等しき V は 必ず 相等しき びより 出て 來れ りと なすこと を 得ざる に 
あらず や。 * 
如上の 觀察は 吾人を 導きて 次の 結果に 到達せ しむ。 

旣 約分 數 e 77 の 分母む が 展開の 基数 f と 相 素なる ときは、 展開の 途次％. 出 

する剩餘' ^ €' 隨て 又展關 の係數 ^、 <2 、c は 其 ^ 一項に 始まる 或 一 

定の遇 期を 以て 限りなく 循環す。 此 循環の 週期を 組成せ 4 項 數 C は？】 を 
みの 倍数たら しむべき 最小の 正の 整數 、隨て C は 分 1.¢ みのみ によりて 定ま 
るべき、 而 して 分子“ には 關係な き數な り.。 

$ が 心と 相 素なる ときは 1 - 一 をみ の 倍數た らしむ る 如き 指數 C の 必ず 存 
在すべき ことは、 上文の 辨說の 中間 接に證 明せられ たる 所な 9。 
f を 10 となす ときは、 上述の 定理に より 2 にても 又 5 にても 鞍 除し 得べ か 
らざる 整數を 分 - fy とせる 分數は 必ず 所 ■純 粹なる 循環 小數に 等しき を 知る ベ 
し。 
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二 三の 實 例は 必ずしも 蛇足なら じ。 


S 又よ * u f 10 m 一 ? 13 ) ? 1.9 ) 

9 


” 1L 


外 u s cc s 

4 i pill. 


3 


" P GG 6 • 


9 


= 0 , 222 . 


10 r 一 


一一 


9 T o xll. 

i 


= 0; 一 a: 


3 

一 i 

4 一 

一一 

1 

D 

一一 


" S7 


PIG 


p 


10 

一一 

9 

一一 

Go 

一一 

7 

li 

G 
l t-- - 


: 2 
卩 0 / 8 


卩 p 81 
”- p s: 

n P0 
= p 54 


p 'i 4 T 
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㈤ 


?> = 13, 10 。丨一 卩一 3 x 7 0 923, 


1 3 


0 Q: 7692 00: , 


J3 


〇卩 G 
" 0/16 


U 37, 


10 rl = 37 X 27 


37 


n 〇, S , 


2 

37 


u 3 


p o 51 


こ > に 横線は 循環の 週期を 示せ 9。 

分母が-と 相 素なら ざる 場合に 於て は 指數- を 適當に 定めて 


rt 卩 r 

h 


の 分母を 6 と 相 素なる ものと なし、 而して 後 ei を 展開すべし。“ の 展開は 
土 A の 展開に 於け る 諸 項を 更に パに て 除して 之を 得べ し。 此場合 には 循環は 
•の 項に 始まる、 週期を 組成せ る 項の 數は 前の 場合に 同じ。 

例。 


1 2 


二 ^ "’, " 00 , 33 3 


六 究硏の 的論數 整る す 關に數 分 


丨卜 x 一〇 

It > C 
§ 


12 

U 

一一 


55 


n P 08333 


L 2727 


PI. 




a の 展開 式 中 整数の 部分び を も 亦 第二 章 (七) に說 きたる 如くに して-の m r 
從て 展開し、 11: ハ 展開の 係数を 表は すに 質 數の附 標を以 て するとき は 


+ !l i J 卜 


a = 、 十 ，ノ| + 

を 得、 或は 之を 省晷 して 

'/=- ;! ( 「！ " バ 1 へノ こ ^ ,? r - } 

と 書く、 こ、 に コンマは f の 項の 所在を 表示せ り。 循環の 週期を 示す には 或 
は橫 線を 用ゐ 、或は 其 雨 端の 係數に •を 冠せ しむべし。 

最後に 注意すべき は 展開の 係數の 中 循環の 週期に 入らざる 者 ある 場合、 卽ち 
十進法 (: 於け る 所！ i 混 循環 小數の 場合に 於て、 係數の 循環の 始まる は 必ずし 
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(九) 


7 と 


循 

環 

小一 

數 一！ 

の 

起 
源 


も， の 指數置 なる 項 卽ち 十進法に 於け る 小數點 以下の 或 桁には あらざる こ 
な 9。 例へ ば 

- 8 - 3 — …… 

に 於て は 循環は 旣 (■: 整 數部分 ょり 始まれり。 一般 (: パ ^ の 分战ガ f と 相 素 £: 
して 分子“ が £ の 倍數 なるとき 必ず 然り 。斯の 如き 場合 (: 於 て 整數荀 分 (: ii 
する 循環の 係 數を度 外に 置きて 强ひて 循環は 小數 第一位に 始圭 ると 規定す る 
は、 事 實の眞 相に 背 聽せ りと IFi ふべ し。 

- (九) 

分數の 展開 決して 局を 結ぶ ことなき ときは" 竟に艽 係數 一定の 週期を 以て 循 
環す るに 至るべき ことを ば 旣に 知り 得たり。 是に 至て 自然に 起らざる を# ざ 
る 疑問 あり。 日く、 ^ し豫め 任意に 係數の 一週 期を定 むる とき、 果して 斯 0 如 
き 展開を 與ふべ き分數 存在し 得べき や 否や。 分數を 十進の 小數 に展 酔して ^ 
暖小數 を 得べき ことは 之を 知る、 未だ 知らず、 凡ての 考へ得 べき 循環 小數は 必 
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ず 其 起源を 分数に 有する や、 否やを。 

免みなる分數の展開がへ ( *; ' ルなる 係數の 週期を 與へ /; りと せ ば 

a ，ン ， P - - p _ ft 

I . i. I, 、 T ! i ^1 ***••• 丄 * — 丄 -* — 

h t P r hr 

a (r 1 1 ) " a 

OH (': ,? s n f://i +, 、 '1•」 + 丁 ^ 

a I C 
h ?1 

是故に 上文の 疑問を 解決 せんと 欲せば、 豫めへ 、セ … •： •りなる 係數の 週期を 定 
め、 さて C を 上に 書きた る 如き 整數 となす とき 

丨 C 

? 一 

なる 分數の 展開が 果して 豫定の 週期を 有すべき や 否やを 確 むれば 1111 ち 足る。 

先づ L — 丨 卜’" … 一 :丨 

r 丨一 v t ? 一) , 


な SN ^-0 て 

但 

卽ち 


\) / 


循 

環 

小 

數 

分 

數 


3 

0 1 

2 


なる 容易に 驗證せ らるべ き 等式を 立て、 其 雨 邊に C を 乘 じて、 少しく 之を 求：'? 
改め 

つ 丨ク + ， +• : 二 ^ 0- , M 一 

r ! 一 t t 卜 ? u I j )、 一 •こ 

を 得。 記法を 透明なら しめんが 爲に更 (: 

c I ^ 

、f 1 、、 

となして、 上の 等式を 變 形し 

.’V + ,? . + …… + '、十」 r 二 J 

h t f レ 1 ? ，二 

となし 之を 前節 0 ( r と ib 較 するとき は“ 心の 展 _ 0 係數ガ 果して c 、 c …… •り 
を 週期と せる こと 一目瞭然な 9。 豫定の 週期を 以て 循環す る展 _ を 與ふる 分 
數は 果して 存在せ 9。 

若し 混 循環 小 數の最 一般なる 形式を 採り， て 

P " (. … ，し 

に 於て …… V V “ は 循環せ ざる 係數 、へ、 G …… G は 循環の 週期 而して 循環の 始-ょ 


〉 •く 
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るは 一 (々は TF . 又は m 又は 〇) の 項な りと なさ ば 斯の 如き 展開を 與ふ べき 分數 
“は 次の 如くに して 之を 定むる ことを ^ 

前の 如く 

6 - n マ > r c H c-fi + ,- f A ‘十 + c 

となし、 又 循環せ ざる 係數 のみよ 9 作れる 整數 をん と名づ く" 卽ち 

、， " ( …… arauf + 'C 、、 T, + pv + S 

しか するとき は ( 1 ) によりて 

'/f 丨卜 H kiz + -! >- 

了 一 

ri 、、+， ) ！ V 4 、 

卽ち H ' n l-i 

さて， 一 、 r + C は 盾 環せ ざる 係數及 循環 週期の 係數 より 作り' たる 整數に し L ク 
を J . と名ヴ くれば 

ki = ( ff J i/ar'? ' c 

JM + じ 4- a 、 1 一 + + …… 卞广 




一 


例へ ば 十進法に 於て ミ n. Is 


# ii 
ii 

環〒 

小： i 

數- 

二 

i ! 

I 二 

ii 

分 一 

數 II 


5,3670 1C 


循環は 1 © 項に 始まる、、 へ— 


3, 


4 . H .丨 


又 


" 53G 7 of 」-、- 親 

.丨 r— I § o 
8900 1 GO 50 


' 、卩 7501 ,(J n 7501,9501 9 …… 

/•- 卩 3 , ?is 」 - 7 5 i, 」 、- 

750 5X0 _ 7580()0 
1 j -0- 


3 


先には (1) 又は ⑴の 形式よ 9 直に ^ ゐの 展開の 係數が ::: c を 週 
るを 論 斷せ り、 然れ ども 此 結論は 或る 一 つの 點に 於て 少しく 輕卒に 過ぎ ふ， 


せ 
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の 等式が / f みの 展開 式な ろべき が 爲に は剩頃 が 




\ 


なる條件を充實すべきを要す。卽ち叶八.一」ゥ<^，~1なるべきを必須とす0 

r > r r が 盡く Z より 小なる べきは 勿論なる が 故に ^ =-’， < —】 ， w ' s — ふ-十 卞，， 

は、 f 一 よ 9 大なる こと 決して こ a なしと 雖、 :^ し 3 ~ 一 なるとき は 卜： 航一の 
條件は 成立せ ず。 

是故に例へば十進法に於て 5 )§ …… なる 展開を 與ふべ き分數 は 存在せ ず。 
若し 展開の 意義を 少しく 緩和して 剩項 、 f の 充實 t べき 條件を 


となして、 此處に 等號の 成立すべき を 容さば 、 — 一なる とき 卽ら c 、 c ., - 
6 盡 く、— 11 に 等しき とき 




4 ■ 




; -+- 


十 




1 




十一 


尸 


十一 i 


2 一般. 


循 

璜 

小 

數 

1C 

分 

宴 






令 


ik -h 一 


/.? に 


一 


+ • 1 . ■十 f 


尸 


士 


1 


特に 十進法に 於て 


M 0— 


の 如き 展辭 成立す るに 至るべし。 然 a ども 同時に 一方 (: 於て、 展開の 結果 佳 一 
なりとの 法則は 其汎 通を 失 ふ、 例へ ば 十進法 (: 於て 


4 :丨 “ 0 5 


又は | = P 49 S J . 


9 

? r 


なる が 如き 是な り。. 

(十) 

分数の 展 辟 を 基礎と して、 整數 論に 關係 せる、 興味 ある 或る 事實に 到達す 
とを 得。 


る 


% 
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A 7 r の 分母む が $ 、 と 素なる とき、 分子％ を 6 より 小に して A と 素なる 正の 
整數 となし、 f の 展開に 於て 逐次 現出す る剩餘 a, -、 仏 …… を 定むる (八) の 算式 
(1 を 發足點 となす。 

f ,r t U h 十 f /r 


+'/1 

I 

I 此處 1 ゥら …… 'は It 6 ょり 小 (■: して 且 むと 相 素な り。" は 

一 

| ，叫 一 (S ミ？ V ) 

i 

一 

j を 成立せ しむべき 最小の 正の 指數 なり、 隨 て、 f " S にして、 此取馊 は 旣に 

一 上の 算 式に 明記せられ たり。 

; …… « c は 盡く相 異なる 數 にして 又盡 くむょり 小 (: 且 6 と 相 素なる が 故 

:に 其數 e は 決して ^ ^: を 超 ゆる ことなき に 注意すべし。 

^ L A に it ふるに ①を以 てし、'* の 展開を 得ん が 爲に 、卜： の 如き算 式を 立 
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\t/ 


剩 

餘 

の 

分 

1 


てた 9 とせば、 此時 逐次 現出すべき 剩餘 は ^ ^ … ... 'ルに して 商は；：、 C …… 
•へ、 CX なるべき こと 明白な 9。 又 若し i v ょ 9 發足せ ば、 剩餘及 商は それぞれ 

も •…： ^ 3 も 及び' …… '' C - にして、 一般に" く^ …… へ の 中の 一つを 心と せ 

J 1 

ば も / 7 より 發足 するとき 逐次 現出すべき 剩餘は へ、：？ …… e / rl …… 心に して、 同 
一の C 數が同 一の 順序に、 唯、 其の 起點を 異にして、 循環す るを 看るべし。 

例へば艺を 10 、みを7、 ^, を1となすとさは1 0 厂1-7二42357,，上}にし 

て 7 を 分母と せる 分數の 展開に 於け る 剩餘及 係數の 週期は 次の 如し。 


3 2 6 4 5 1 

+ + + IT + + 

7 7 7 7 7 7 
14 2 8 5 ^ 


000000 
lx T1 1M TX 11 T1 

13 2 6 4 5 



係 

數 

の 

週 

期 


7 — 1 4 j * ro i J 
5 7 14 2 s 
Qu 5 11 1 
2 s -o 7 [ 4 t 
4 2 8 5 71 
112 8 5 7 

o o . o 06 o 


-> 7 n :T *» 7 *“1 


若し，" f ( 3 なるとき は 

f 




二 r 
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は 6 より 小 {: して 6 と 素なる 凡ての 整数を 網羅し、 むを 分母と せる 旣約 分数 
の 展開は 斯の 如くに して 盡く 求め 得られたり とい ふべ L 。 例へ ば、、 i , r 一〇 
なるとき。 = 6= 1 7} なる が 如きは 此 場合な り。 

然れ ども 若し 1 f (3 なるとき は 11) の C 數の 外尙 みよ 0 小に してんと 素 
なる 數 存在す、 其 一つを “ と 名 づけ ' VI6 につきて 前の 如く ii 飭 の i!L # を 求 
むれば、 此週 期を 組成せ る剩 餘の數 は 前と 同じく v な 9 。 此等の 剩餘を 

s l ; 5 し'* 二ご 、 ^ 厂 

と名づ くれば ： 2: の C 數は盡 く 相 異なる、 6 より 小に して ゎと 素なる ^ なり。 
此 等の 數の 中の 一つ 例へ ば ^ よ 9 發足 するとき は 同一の C 數 :2'- が 同一の 順 
序に、 唯 W を 其 起 點 として 循環し 來るべ きこと 前に 同じ。 

さて (23 に現はれたる 0 個の數と [1' に現はれたる 0 個の數との中に同一の數 
ある ことなし。 げ にも 若し 假 に ^ ~ 3 なりと せ ば 

《 Jr こ ^ X -二 * $ こ ^ こ (- TI 
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十 


' 、： ' r : 、 r '， r 

| は 同一の c 數ならざるを得ず、隨て<が旣に [1] の中に存在せりといふ矛盾 
| i の 結果に 陷るべ きなり。 

剩 ||是故 {: 6よ9小にして心と素なる數ァ個よりも多からば、斯 0 如き數は小ノく 

|| とも ^ 個な かるべ から ざろ を 知る。 卽ち 若し f s v ， なら 文。 ず A ( ^ llv rc 。 
餘 j| f 。 . 丨 

の | 若し 1 、、)= ^ ならばよ こ、 さらず ば (1) [2: の外尙 みよ， 9 小に してみ と 素な 
分 | る整數 必ず C れ ぁり、 其 一つを < と 名 づけ、 ぐよ 9 發 足して 前の 如く 新に 

， r f, 1 f= A 、 r 

なる a にも 12; にも 含まれざる c 個の 數を得 。 z , />) 若 より 大な らば、 少 
とも ? を 下らざる を 知る。 

次第に 斯の 如くな し 行きて 竟に 6 より. 小に してむ と 素なる ^ A ) 同の菸 教を 
Cll s 、 f 3] …… の 如き C 個づ > の 幾 組 かに 分つ ことを 得。 今 1、$ 3 …… A に 至 9 
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て f { 3 個の 數を 網羅し 得た ，9 とせば 

二 S リ’ュ ニ) 

例へ ば、 n 一〇, 13, f (一 3 ) 卩- 12. 6 及 逐次の 剩餘 、係数を 求めん が 爲め 、先づ 
1 の 右に 未定 数の 〇 を 附加せ る 數を實 とし’ 之を 13 にて 除す。 一 こは 前に 7 の 
場合に なせる 算法を 約め たるに 過ぎず) 


3 

2 

9 

6 

7 

〇 


0 -09. 
0 0 6 - 43 ^ 

nu - AU 7 < - o^w „ 

〇 - 08-21 
00 91 一 97 T1 一 

I — I 

3 


ひ 

3 ; 0 

l o i 1 0 

1 • 〇 S 7 6 

- 2 1 


0 9 1 〇 

〇〇 T1 IX 


S 

i 〇 2 一' S し 1 

- 65 - 


除して 第 六 段 (: 至り 剩餘 1を得たるは10=—1の始めて13の倍數なるを示す。 
故に， にして， 1 ょ， り發 足して 得らるべき 逐次の 剩餘は 

一, 一 a 9, 12, ¥ 4 三 
の 六 個を 週期と す。 其數 未だ 9。§)個に充たざるが故に、此中になき数の一つ 
2 を 採り、 前と 同樣に して 


2, T 2 5, 一一 , a 8, u 
を 得。 斯 くして 得た る 六 個 づ 、二 組の 數は 恰も $(13) - 12 個の 13 ょ 
て 之と 素なる 數を盡 せり。 

f (一 37 o x 2, /• - 2. 

此 計算に よりて 同時に 13 を 分母と せろ、 凡ての 旣約 眞分數 の 展開を？ 

i 卩〇 .一 5381 6…. 

0.5381 0 1 …. 


$： た-“ 


ヨ n 0 0 76923 • 


0 


12 
一: { 


0.769230 …… 

シ" 0 0 92307 …… 
0.010:;* 
du p 2307 0 9 

が no 307692 …… 一 
又/ > 卩 3 P 弋 ( 39 ) = 24: = 6> / U ナ 
此 場合に 於け る 四 組 (/ U 4 ) の 剩餘は 


U 




一一 


コ-〇 50 _3 … 

こ“ 040 is * 
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にして 此の 表は 實際 39 ょり •小に して 之と 素なる 凡ての 數を 網羅せ 9。 此等四 

級に 屬せる 係數の 週期は 

g:- 025 S 一 
^ G5S2 
1S 87 
w 1 7.1 

な 9。 

分數の 展開に ことょせて 場き 出した る 等式 ⑴は 、其 自身 (: は 分 數の 展開に 何 
等の 關係な き、 整 論 上の 一事 實を 表明せ り。 之を 獨 立に 言明 I て 次の 定理を 
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理定 0 


マ ノレ X •フ 


(十) 


整 數ゐが チと 素なる ときは？，】 を 6の倍数となすべき最小の下汚ぶ" 
は' (、>) 0 約數な 9。 

是故に 前の 如く ^ ^: " S と 置きて 

、川 一 {mod. S 

の 河贫を ^ 數/の靈に揚げて(第四章二)を看ょ)1‘】(|ミ. ^ 卽ち 

⑴ 一 {-is ( 9 ) 

をぞ特 に" に 代 ふるに f の約數 ならざる 素數 パを 以てする とき ^ ' 、 C W 一 
なる が 故に、 

、i ⑴一 {‘Hoff 3 WC ) 

を 得 (3 は f が 素數 i -> の倍數 ならざる ときは、 l.r | は / > の 倍數 なるべき を 
示せり。 是れ卽 ち 有名なる。 フ。 二； い§霧 なり。 ⑵は 法が 素數 なるべし との 
條 件を 撤去して 得た る、 此 定理の 擴張 にして、 オィ ラー の發見 に 係る。 
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例。 

で ；： =. 7> 、 u 1 P 10- — 1 7 X 1 S 8J7 

= s ) " l p l s j 一 H ES X S 92 -SO/ S & 

6 卩 21 ，了 - 一 P 1 21) - u. 

s r * 1 一 u rc l x .1 7 G s oi 76 S 

、> == 3, > 卩 7 :. :— 一 卩』 X ' 一 cr 
、て—- 5 乙 n 3 , 3 一丨一 n 5 二 (一 
、、"一 5 二 h 2 .4 (15) U 8 

1 卩 15 X 17- 

方 1 フ丨の 定理は 更に 之を 補修す る ことを 得。 むを 蠢寬に 分解し 

、>= % '/' 

となし 

r H 义 5 , c " V 二 '/ r ir: H ^ l, r …… 


て 


r 


方 

ィ 

ラ 

i 

の 

定 

理 

の 

補 

修 


と 置けば 

if- { S " 一 \ P J::: 

さて チと むと 素なる ときは ( 2 ) によ 9 一し 

⑴】 ミミ？ 」> " 5 S ー ミ sr / . 1: ⑴ 

今 ^ 〇 一及……の最小公倍數を ^/ と名づくれば 

f ミ⑴一 ssc > / ミ 、'、.'/ \ 之 ’SC' 

卽 ち，^ — 一は 〆 . ^ ^ 、ド. …… のい づれに て も 整除し 得べ し。 是故に 


S ミ /. r, 


よ 


$ ゲ 


二 L 




の 最小 公倍數 なる 心 にても 亦 整除 せらるべく、 結局 v 、 5 {: c ふ 


る， J J / を 以てして 旣に 


J/ 


⑴一 {ulod s 


2 
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例。 


r 2 一卩 3 • 7 
2 , C H G ; 


^ H 0 
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一? 1 - 21 i 7 G 19 

、> M IT 3 • 5 

. z > = 2, c y 4 二 」/ = 4 二 (5 ミ/一 5 ) 

2 r 一 " 1 5 
4 r 一 卩一 5 x 一7 
7 r 一 卩一 5 二 § 

(十一) 

十進法に 於け る 小數四 則の 演算に つきて 此處に 尙數 言を 費さん とす。 勿論 こ 
こに 說く 所は 命數 法の ^ 數が 十に ぁらざる 場合に も 適用し 得らるべし。 
小數に 展開せられ たる 分數を 書き表は す爲 に、 加法の 記號 及び r なる 数を fi 
略して、 單に係 數を順 次に 并 ,E し、 コンマを 以て r の 位の 在る 所を 示す ベ、？ 
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tl I . こと繞 に 言へ' 此 常用の 小數記 法を 用ゐて 一般に 或數を 表は すには 係數 
一を 同一の 文字に て 示し、 係 數の屬 する „ の羃の 指 數を此 文字に 附記して、 以 
| て此 係數の 位を 表は すを 便な りと す。 列へ ば 

^ ^ + P5 十 ^ 、 + S 十气 1 一 1 + d . 

或は 之を 釣め て 

5 f 一 f 丄 P 2 ) 

I と 記す るが 如き 是な り。 小 數點の 所在を 明示す る こと 却て 不便なる 場合には、 

此 1 法は 特に 便利な SN 。 括弧は 此 記法と 積の 記法と を區別 せんが 爲に 特に 用 
一 ゐた 9 此刚 精の 記法の 混 亂 する 虞な しと 認むべ き 場合には、 括弧を も 省略す 
| る こと あるべ し。 例へ ば 單に と 記せる は 亡 " tfl を 表は す、 若し 1 
なら f 〃は 十の 位の 係数、 扑 若し 〇 なら f * は 一 Q 位の 係数に して、 又 若し 
2 を t なり とせば t . は 一〇 - 卽 ち小數 第二 位の 係数を 表は せる ものと す。 個 
個の 係数が* - 一--- 9 を 超えざる 正の 整數 (又は 0 ) なることは 言 ふを 須ひず 0 
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さて 一般に 

和 + iiv ? * ^ 丨一 。 /TJ …… ) l!v ^ i，s 

げ にも 中間に 書ける 数の 最大なる はへ、 J …… が 盡く 9 にして、 且數 字が 限り. 
なく 連續せ る 場合に して、 此 場合に 於ての み 中間の 數は に 等しき を 得べ 
し、 又 此數の 最小なる は Q の 外 凡ての 係數盡 く〇な る 場合に して、 此場 合に 
限り 此數 は。、、 に 等しき を 得。 

又 

f f ^ f {u v s 

は c%rl … $ より 小なら ず、 而も 雨 者の 差は、 を 超 ゆる ことなし。 

是 によ 9 て 


の 如き 二數の 大小を 比較 せんとせば 先 r 、 J , の 友 端の 數字の 位の 高低を 比較 
すへ し w 若し 州よ り 大なら は (初へは‘， = — 2>ミ、 “ — Co の 如く r - / J . よ 〆 より/ 


pi 


小 

數 

0 

四 

-U 

演 

算 


大 なり。" ^ し 2に等しからば、左端の係數を此較すべし、，。若/)5ょり大 
ならば > は 〆 ょり 大な 9。 茗し p I : ならば、 次位の 係數 を ib 較すべ し : 

般に P < •，こ f ご 二 4 r 5 , 卽ち r の 位に 於 て始 て 相 異な る潘& こ 遇 

は、、 此 等の 係數の 大小は r 、)， の 大小を 決定す。 但し^" ^ + J なるとき/ 
に 於て は f : f . …： _等 Q に繼げ る 係 數盡く 〇 にして 〆 に 於て は cvt 5 , … 
…等無 限に 連り て ft 盡く 9 なるとき は r 、 v は 相等し。 

小数の 加減 乘除は 畢竟 整数の 四 則に 歸着 す。 先づ或 小数に、 1 5 /•• V S を 乘ぜ 
んと 欲せは、 其數 字を 變ずる ことなくして、 唯 小數點 を々 位 友に 移すべく、 又 
一 ^ を 以て 除す るには 小數點 を々 位 右に 移すべし。 勿論 其 必要 ぁるときは 數字 
の ^ の 方 端 又は 右端 {: 若干の 〇 を 添 ふるの 注意 肝要な り。 

二つ の 有限の 小數 

r n f c fr 




4 +1 ， >:• も 
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の 和 又は 差を 求めん と 欲せば 先づ气 たの 中小なる 方を 採り、 例へ ば b liv 卜と 
なして、 1 0 i を r 、 〆 に乘 じて 

r. loi n H ，十一 ， A s 

> l o i n ? 'f 5 . * 

なる 二 個の 整數を 得； c び の 和 又は 差を 計算して 後 之に 10 . - を 乘ずべ し 

r l-f ' n ( ’ l-f l) 一 9 

例。 -/、 - 7.0128 ;、、 " P 93 G 572 ^ H I ^ >• n I 0 

r + r、 H (7012800 + 93G 572 ) x loi 

或は 約め て 

7.0128 
0 〇 爸 572 
7 •震 72 

r . 〆 の 一方 又は 雙方が 循環小数なる 場合に 於ても 加法 減法は 簡單な り。 今 r、v 
が 共に 循環 小數な る 場合に 於て、 先' 〆 の 中 循環の 後れて 始まる もの パの 位 


\ J / 

十！ 


數 

の II 

加 

法 

減 
法 


5 

4 

2 


$ 


nr 


!s 


ょ 9す となし r 環 i ! L # に屬 する 數字の 中 ゎ の 位に 先て る ものを ば If ® せ 
る 部分に 編入し、 次に r 、， r の 循環 週期の 位 數 の 最小 公 倍數を g と、 

A 、 となし/にあり ては 週期 パ 囘 、〆 にあり ては 週期 〆 囘を 列記して、 
雙方兵 に 形式 上 同位， / , ■ に 始まれる、 同位 數 I の 週期を 有せる 循環 小數 ，となす 
さて r r i : 於け る f の 位 以上の 係 數を其 儘と 9 て 作 9 たる 整數 を . l ^ 1 : 又 / ;, 

より， に 至る 延長 ^ 期の 係数より 作り /: る 整數を と名づ く。 \ ,厂 の 形式 
次の 如し。 


H r l 6 CS ) n { kl + — 《 r 

v j 


t 


i t 


(u 、 c 、 o 、 …… ) n r 一、 4- 

r 、，„, ® 和を 計 f るに 先 s の 和を 求むべし、 SI は いづれ も ss 議な 
り 其 和 もし t よ 9 小なら ば、 是直に 、十' の 循環 週期な， 9 。('十 C .、 若し r に 達 

となす とき S は 糾 位の 整數に して 


せ ^ C 十 Q == 1 


c 

?丨 一 


C -、 

t - ii ’H 


!> '+ 一 

丨 一 



六 究硏の 的論數 整る す 關に數 分 



よりて ^ + 1 は卽 ち；、 + ' の 循環 週期な 9。 セ 十一は 決して i に 達する ことを 
得ず。 

和の數字の中循環の週期に入らざるものは前後二っ‘の場合に於て、それぞれ 


K . l + yi 、 


及 


」、+ 1 なる ^ 数に よ 9 て與へ らる 


r + 


' - T + yt 、) + 


<7 十 r 、 

M r 




<1 


又は 


t . 十 ^ 、 +1)+ 


s 


I i 


r 4 飞 4- 一 


?、 — ' を 求む るに 亦 二様の 場合を 區 別すべし。 先づ (' iiv Q ならば 


-t 、、 = 一 (yl I L /) + ! K - 1!^ : * ^ : 


. IQ 1 

MH a 


次に ^ < Q ならば 1 「 丨 「、 H b と 置きて 


/> 丨 1 




- T I ^ I = + 

ち 後の 場合に 泠ては r 1 ' の 週期は b I 一 循環せ ざる 部分は」— s I 一 


十一 


よりて 與へら る、 なり、 
例。 


> 

數 

の 

加 
法 I 

減 II 
法 ii 
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1 7 


70 n P 2428571 
n 〇 , 2 線 7272 


ご 


M 二 ： -3 7 

3! + ii U 引 H P 51558 44 


> n ^ 
k 、 = 2 . 


? 42S 571 
Q U 727273 


叫 卩 LI 42857 

，マ 0 J 园 00! 

71 


叫！ n = 7,7 H P 961038 
L = 一 , o " 142857 

a ? 181818 

干 二) 


?T _h 2 一 m 


^ H ^1 


>• n 丨 J £ 


s o s§ 


o 


0 
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乘 法を 說くに 當 9、 先づ r 、 〆 共に 有限の 小數な る 場合ょり 始めん。 

r = :: f 

}、 n <、 5 .一 C 55 - 

の 積を 計算す るには》、 二 oi " ( ;; . 、 一 oi ” 0、なる整數の積を求めて後之を 5 11 
にて 除すべし。 へ / に 於け る小數 部分の 位數れ 、々にして、 積のは /， + / •- な り-。 
V, # 循環 小數 {: して， ぐが 有限の 小數な ると きは / の 循環 週期 a e 位より 成 
9 がの 泣より 始まる となし、 < € を ば 例の 如き 意義に 用ゐて 


とし、 又 ' =.4、 գ 
と 置く。 さて 

“ rri 、 + t i! ^- 了？ 

若、 し 」、 0 ilA fr 一 ならば，、 一、 0 は 直に 5 、 r、 の 週期を 與へ 、循環は！ の 位 (: 始ま 
• り、 週期は C 位ょり 成る。、 に、 は 循環せ ざる 部分の 數字 を與ふ 。然れ ども 若 u、o 


249 


法 


乘 


數 


小 


士二 | にして， i 一 より 大な らば 


L. C 


を 


i にて 除し、 商 △及 剩餘 广を 求む 


kr 6 ' H a (/、 丨一) 十 iw . 


P 


一 vs liy o 


しか^^る ときよ 


r r 、 一、 


i > 


p 




4 、— 


にして Jp は 循環の 週期、、 ri 、 + レは 循環せ ざる 部分の 數 字を 與ふ 。循環の 始 
まる 位 及 其 週期の 位數は 前に 同じ。 こ、 に/、— 一を 法士 しての 除法は 第 四 常 
0 一一を 適用して 其 計算を 短縮す る ことを 得 
例。 


r n P S: 


> “ n 1 ^ ^ Mn 


ki y p 


r 、 " 7 >88 G 9 = •丨ら 

c 卩 63 、 〇 、 n 73369 

4 0 53747 n 47 8 7 x 99 

r ' H 4,7007 s ! 


2 


一*^ 
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この 例に 於て S を 法と せる 除法の 商 及 剩餘を 計算す るに 次の 如くな す こと 
を 得 

4 0 5畴47 

ah e d 

4 G 537 u ^ …： a 

465 f s 37 ， 

4 j — s 05 0 

_0 6 …… 4 ▲ …… a 

一 …… 1 53 ' 二 ' r § ; 十 Jr 、 

47 §7 …… A 一 レ 

丨 S4 …… P 

パの 位數甚 小なる 場合の 外、 斯の 如き 計算の 方法は 實甩に 適せず。 況や r、v 
共に 循環小数なる 場合に 於て は、 分數の 計算を 經 由して、 最後の 結果す るを 寧 
ろ 簡便と すべし。 

,、 ，ァ が 有限の 小數 なると 循環 小數な ると には ! i 係な く、 一般に 5 \ 〆 の 最高 
位が そ a ぞれ C 5 L の 位なる ときは 口、 の 最高 位は 1 "又は >! -の 位なる ベ 
し。 勿論 こ > に指數 5 、 M は 正 又は 置の 整數 又は 〇 なること を 得べ し。 




小 


數 


除 


法 


1 

1 0 

2 


此事實 によりて 又へ/の 商の 最高 位を 決定す る ことを 得。 rr "/ の 最高 位の. 
指數は 前の 如く U な り とせば r 二、、 なる 商の R 高 ^ の 指 數はミ 1 / X よ 
!丨 一な 此 二つの 場合を 區別 せんと 欲せば、 へ 〆 ® 數字を 左端より 觀 
察すべ し。 最一般 なる 場合を 採りて r 、 〆 の數字 左端 e 位は 全く 同一に して、 
左 ^ より贫 。十一 位に 至り 始めて 相 W ハなる 數 字に 遭遇す とな さばへ 〆 の 形 
式は 次の 如し 

、 = JP , 

r、 = re 、 

こ A に P は r 及び 〆 の 左端に 於て 相 一致せ る e 位の 數 字を 代表し、 ゎ、 W は 
相 異なる 數字な り、 さて；， の </ より 大 なると 小なる とに 隨ひ て、 商の 最高 ^ 
の 指数は' ミ-ミ 又は W i 了 一な 9。 

勿論 こ >に言 へる 事は r 、 ヌ は 〆 が 999 .:… の 如く 9 を 週期と せる 循環小数 
の 形に 與へ られ たる. 場合には、 相當の 制限の 下にの み 成 t £ し 得 

べし。 され ども 


究硏の 的 論數整 るす 關に數 分 


I 之に 園せ る耧說 は 無用なる べし。 

|j r 、，；： が 北 ハに 有限の 小數 なる 場合には、 rj , の雙 方に 適當 なる f の 同一の 盜を 
乘 じて 之を 整數气 i に變形 するとき、；、：、.、 を 定む るは^ なる 分 tic ® 展羽 
に歸 すべし。 實際に 於て 此 計算を 行 ふには、 r の數 字の 右端に 任意 數の〇 を 
添へ 之を 實とな し、 v の 小 數點を 去りて 作りた る 整數を 法と して、 商り m 字 
| の竟に 循環す るに 至る まで 除法を 繼績 し、 さて 商の t 妒’ をな すには、 例へ S 
| 上に 述べた る 最高 位 決定の 方法に 

よる こと > <]? ^ H 订 

| 》， は 循環小数 (: して V は 有限の 小數 なる 場合には r の 循環 週期を 限りなく 

反 # 3 して ^ き r の 如くに して 商の 數 字の 循環す るに 至る まで 除法を 繼績す 
べし。 ' 

r が 循環小数なる ときは、 分 數を經 由して 最後の 結果に 到達す るを 良しと す 。 
例。 r = 0,0333 …… r 、 H P 7 

7)33833 3 …… 

4 7619 … :; • 


\ [/ 

十二 

/■、 


小 


數 


除 


法 


3 

5 

2 


s’ = 丨 2 


£ 


I 1 JP = ? ュ u C0 , 




7 ; 


S I £ 


T — 2 


二 


mj —i I if 4i ntf I I !JI 

= 0, 0 519 

小數 の #. I 算につ きて こ に說 きたる 事は 簡易な り。 然れ ども 小數 計算 i : . こ 
f な ^: き あ 题な 理箭 的の 見地より. 之を 觀察 して、 週期 及 其 位數 等に 重きを 
置か ば、 其 解決には 整數 論の 知識を 要する こと 必ずしも 少 小なら ず。 ガゥスが 
其 「整数#」 の 一 lj ? を 特に 循環 小數の 理論に 割ける、 以て 鑑と すべし 0 
實： ：：； に 於て は-^ 數の gr 算は 結果の 近似 貧 卽ち其 最高 位 若干を 決定す るを 主眼 
とす。 卽ち 問題の 要點は 如何にして 正しき 結果に 到達すべき かとい にあら 
ずして、 成るべく 簡短 なる 方法に よりて、 成るべく 正確なる 結果を I んとす る 
にあり。 問題の 困難は 此 「成るべく」 7) 一語より 起る 0 

第 七 章 四 則 算法の 形式 上 不易 

准 理数， 算法の 形式 上 不易 •問 署說明 〇 順 及 逆の 算法、 其麗〇 減法の 沉通及 農、 正 
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負 整數の 乘法〇 除法の 汎 通と 分數 、有 理數四 則、 除法の 例外 〇 有理數 の 大小 

(一) 

吾輩は 自然 數の觀 念ょり 發 足し、 順序 又は 大小の 思想に 準據 して 置 數及 分数 
を ^ き 出た せり 正員の 整數分 數を總 括して 之を ^ 理數 とい ふ。 さて S 然數を • 
基礎と して 竟に 有理数に 到達す るに >尙 一の 徑行 あり。 自然數 の 範圍 内に 於て 
は 加法は 常に 可能な れ ども、 其 逆なる 減法は 則ち 然らず '減法を して 無制限に 
可能なら しめんと 欲せば、 貢 數を も侨 せ考 ふるを 避くべからず。 正 a 整数の 範 
圍 内に ありて は、 加法 減法は 之を 凡ての 場合に 施 こして 誤る 所な きのみなら 
ず、 加法 減法は 其 眞髓に 於て 同一の 算法に 歸矜す 。正 質 整 數の範 圍內に 於て 常 
に 可能なる、 第二の 算法は 乘法な 9、 而も : H : ハ 逆なる 除法は 其 可能の M 域に 於て 
覊 鈴 せらる、 所 あ り。 此覊 鈴を 脫 せんと 欲せば 分數を 染 入す る こと JI ; むべ か 
らざる 所に して、 整数、 分 數を總 括せ る 有理数は 四 則 算法の 汎通に 於て 制 縛せ 
らるゝ 所な き 一， 系統を 成せり 〇 以上の 觀察は 算法汎 通の 要求を 以て 數の範 圍 
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を损也 する の 動因と な I 得べき を 示 寸 ，"此 見地は 亦 近 lit 數學に 於て 重要なる 

地步を 占む る ものにして、 ハンヶ •は 之を #^ 於 (7)0 於 炎 J - 和^と 名 づけた 90 

.然れ ども 算法の 形式 上 不易の 原則を ^ 礎と L て數の 範圍 を搪張 せんとす ると 

きは : M ハ m 張の 區 域に 自ら 制限 ある ことを 忘るべからず 。自然 數 より ^ 理數こ 

gl 達する は 此 原則を 適用すべき 最 自然 的なる 場合な り。 又此 法則を 出 來 ホべ 

き 限 9 利用し 盡して 所謂 「代 數 的の 數」 に 到達す る ことを 得れ ども 二般 の® 

理數 の觀念 を 定めん と 欲せば、 旣に此 原則 以外に 或 立脚 點を 求む るの 必要に 

遭遇すべし。 そは 兎も角も ぁれ、 吾人は 今 此學說 の 梗槪を 迅速 (: 通觀 せんと 欲 
す 0 

此 章に 於け る 研究は 分析 的な り、 新なる 知識を 獲る を 庄眼 とせず L て、 旣知の 
事實を 新 見地より 觀 察せん とするな り.。 則ち 自然 數の觀 念は 旣に 定まれり と 
なせと も置數 及分數 は 、 IT 理の 表面上、 吾人の 未だ 知らざる 所の 者と 見馓 し、 
さ * t 新 L き 方法に よ 9 て 自然 數の觀 念よ 9 分數及 質數の それを 導き出 さんと 
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す。 是卽ち 吾人の 立脚 點 なり。 

吾人は 自然 數に關 して 次の 事實を 知れり。 

| 原則 一。 二つの 數は 相等しき か 或は 相等しから ざる か 何れ か 一な り。 甲は 乙 
に 等しく 又 丙に も 等しから ば、 乙は 丙に 等し。 

數に 加法 及乘 法を 施す ことを 得。 此 等の 算法は 次の 諸 性質を 具へ たり。 

原則 二。 結果の 一定せ る こと。' むが 與 へられた ると きは 。 i ふ U 又は ミ > 4 
| なる ^ 三の 數 。は 一定の 數 なり。 3 H 5 。 n />、 ならば 3 + 6 ni 、 + 5 ミ/-—、. 
一原 l-ji ハ 三轉 佳の 結果 一定せ る ことび むの 與 へられた ると き、。， 丁，" 3 又は 

? = a なる 條 件を 充實 すべき 數 は、 若し 存在す とも、 必唯 一個に 限る ベ L 。 
/> + '* n ? 、> + r 、 H より 又 / S " '/‘ ? ' n よ 9 1 h ^ ^ jh i ' vi' o 

原则 © 。組み合亡の法則 ? + s + ，• n " a + (/> + 3 , (ミこ， • H 、/(？)• 

- 

原則 五。 交換の 法則 a t I 十 r : ミ d 
+原則 六。 分配の 法則 ^ +/>ズ卩-$ +ミ 


問 

題 

の 

說 I 
明 


07 


加法 及乘 法の 轉倒卽 減法 及 除法は 自然数の 範圍 内に 於て 必 しも 可能なら ず，， 

原則 三は 轉 倒の 可能なる 場合 f 其 結果 唯一なる べき I へる に 過—。」 

ル 版 限を 除かん と 欲せば 數の範 圍を擴 張して 自然数 以外 新種の 數を 作り出さ 

さるを 得ず。 是に 於て 一侗の 問題を 生ず、 自然数の 範圍を 擴張 して 減法 及 除法 

を汎 通なら しめ、 而も 數の新 範圍に 於て 上述の 諸 原則を 盡く 成立せ しめんと 

すと いふ こと 是 なり。 此 問題は 二樣 0 要求を 含めり。 其 一は 減法 及 除法を 凡 通 

ならしめ んが爲 に 新しき 數を 作らん とする にあり-。 此要 求は 甚 空漠に して宽 

大 なり。 之 U 應ず るに 於 S 人は 何等 2 霖 t 受くる こ— し。 e が ょり 

パなる 場合に 於け る a - 又は“ がむ の倍數 ならざる 場合に 於け る' こ〇は 

吾人の 溢に 任じて 其 意 義 を 定め、 形式 上 減法 及 除法盡 通なら しむる ことを 

得 然れ ども 斯の 如く 全く 隨意に 減法 除法の 結果を 定むる ことの 效益果 して 
如何。 > r . 

算法 適 川 S 域 U 制限 t— 然 f。 强て此 制限を 撤去 せんとす る 動因は 
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一は 以て 理論の 統一を 保ち、 一は 依り L 数の 應 用の 區域 を擴大 せんとす るに 
あり。 數の觀 念を 擴張 して 作り 得た る 新 範圍に 統一な くば、 是或 種の 算法の' 讽 
通を M け 得ん が 爲に 、其 他の 諸 法則の 汎通を 犧牲 とせ もな り。 其 弊 や 算法に 自 
然的の 制限 あるに 譲らず。 統一せ る 法則に 違は ざる 數は 何處 (: か 其應 用を 求 
めん。 是に 於て 更に 第二の 要求を 生す。 減法 除法を 汎通な らし めんが 爲に作 9 
成せる 數の新 範圍に 於て、 自然数に つきて 上に 述べた る 諸 原則仍 成立 t べし 
との 條 件、 卽是な 9。 此 要求は 過大に して 苛酷な り。 上述の 諸 原則 犯す へから 
ず とせば、 C のみより 大 ならざる 場合に 於け る al > 及“ のむ の倍數 なら ざ 
る 場合に 於け る a 二> の 意義は 自ら 定まり、 此 問 復た隨 意 選 擇の餘 地 ある こと 
なし。 さて 斯の 如くに して 新しき 數の相 等 及 加法、 乘 法の 意義 定まれる 上、 仍 
此旣定 の 意義の 決して 自然数の 諸 原則に 悖らざる を 欲す。 此點に 於て 第二の 
要求は 過大な り。 是 故に 此耍 求は 果して 貫徹 せらるべき や 否やは 豫め ■るべ 
からず して 其 決定は 精細なる 調査に 待つ 桥あ り。 


事 t (: つきて 之を 言 ふ、 若し 除法の 汎通に 唯一の 除外例 (G を 法と せ 法 一 
ぁるを 容 す、 との a 步をな すと きは、 此要 求は 全く 貫徹せられ べき こと、 後， 若 
に 至て 自ら 明なる べし。 

(二) 丨 
加法 及乘泫 を 順の 算法と し、 減法 及 除法を 逆の 算法と なす。 加法 減法 及乘法 除 
法に つきて 同 趣の 說 明を 反復す るの 煩を 避けん が 爲 に' 此一節 に 於て は兩 
を 一括し、 + X に 代 ふるに。 叉-： に 代 ふるに* を 以てすべ し。 或は 一 立 
に.。* は 次に 揭 ぐる 諸 性質を 具へ たる 一種の 算法 及 其 逆の # 法を 表せり， こ 
する も 亦 可な 9、。 * は 例へ ば 之を 合、 離と fill むべ し。 

合、 離の 算法は 之を 自然 數に 適用す る 限り 次の 諸條 件を 充實 す。 . 

一 "みの 與 へられた ると き ミ。 0 n 。 なる 數 C は必 " L かも 唯一® に艮 り、」 f 
在す。 

S = 3. /> = // より S 〇 ” a 、〇 6、 を W 斤 0 
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二、 び ^ の與 へられた ると きさ。。 n 3 なる 條件を 充實す べき 數 C は、 若し 存 
を t ' r v 隹 一® 二 限る。 此數を 表は すに a n 。 。 なる 記法を 用 ゐる 。よりて 

hoc u n とつ H fl fil h 

とは 同一の 事實を 表は し、 又 $ H 气乂、 " ミ より 3 こ、 n ' 1、、 を 得。 

一二、 (¢7 〇 、>) o ， H o (') 。 ，*) 

0 、 a 〇 h U ブ 〇 a 

ffi ななる 記 號に木 來の 意義 ぁる 場合と、 然らざ ろ 場合と ぁり。 木來の 意義な 
きは 卽 離の 算法 不可能なる 場合に して、 此 場合には、 r 。 は卽 新に 作らるべき 
一つの 數を 表は せ' さて 斯 くして 新に 作らるべき 數は盡 く 一、 二、 三、 B の條 
件を 充實 すべきを 要し、 且斯の 如き 新 数の 作られた る 上は 雛の 算法 恒に 可能 
なる を 要する が 故に、 先づ 二を 改めて 次の 如くな す" 

一一' みの 與 へられた ると きは。。、 i 二なる 條件 に il t べき (木來 の、 或は 新 
しき) 数 C は% す 而も 唯一 個に 限 9 て、 # 在す。 之を 表は すに 1 こ、 なる 記 


及 

逆 

の 

算 

法 
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法を 用ゐ る。 卽ち 次の 二つ の關 係は 必ず 相 避 伴す，。 

c H 一一 •が 夕 hoc u a 

一、 一 1: 二、 四の 論理 上 必然の 結果と して 次の 諸 定理を 得。 

五、 ミ*' > = 5、 二/と，、 〇 a 、 0 6 とよ 目 令-伴す。 

二に よりて ? i>) 〇 H 3 ? 、 *50 、>、 U 為、 よりて 一 こよ J 

{a 來 h ン 〇 boa, H a a a! 

广 0 / * hjo 1/ 〇 a = a/ 〇 a 

三、 四を 用ゐ て此兩 式よ 9 

? */>) 〇 (/> O r/'、) ” ? :/>、} 。 (、/ 。 2 ) 

を ^ これよ 9 二 及 四を 用ゐて 9 .二> ：：= rr / 二/と fr 、 〇 // " a 、 〇 /> との 1/> 一 目 5 a 宇 
すべきを 知る。 

五は 一、 一 一、 三、 四の 論理 上 必至の 結果な り。' みは 本来の 數 にして 且、、 i が 
可能なる ときは 卽ち &が本 來の數 に 等しき ときは、 五 (i 本来の 數 (: 粼ォ 」 
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.る 當然の 結果な 9。 若し、 ご。 が 本 來の數 の 範圍內 にて 可能なら ず ば、、 r ' t 
ほ卽ち 新なる 數 にして 五は 畢竟 3 *、ご 气 ，ふ、 なる 二つ の 新なる 數の 相等し 
とい ふこと (•: 赋すべ き 意義を 與 ふるに 過ぎず。 一 乃至 四の 原則を 犯す ベから 
ずと なさ ば、 二つ の 新なる 數の相 等は 斯 く解釋 する の 外途な きな 9。 

六 、 (a - x- ^ o ( r 、：：- 5 = ? 〇/〇 * (/、 0 5 

記法を 簡約せ ん爲 " A * ? x ” 5 二‘ 5 X 、 U と 置く。 さて 三、 四に 
よりて//、。 ( /> 。 5 ” (/、 〇 6) 〇 (// 0 5 二に よりて" 3 。 之、 よりて 二に より 

X 、 " o x = 1 r 〇 a、) * (6 0 7/) 

一| パ、 〆 が 共に 本 來の數 ならば 此定理 は當然 成立す。' 〆 の中少 くと も 一つが 新 
| なる 數な ると きは ^ 〆 に 合の 算法を 施せる 結果は 斯の 如く 定めざる を 得ず。 

一 五 及 六に よりて 新ら しき 數の相 等 及び 新ら しき 數の 關 係せ る 合の 算法の m 義 

I ! 全く 定まれり 

一| 

I さて 斯の 如くに して 定ま rl る 相 等 及び 合の 算法は 果してよ く 吾人の 要求に 合 


へり や 否や。 之を 審査す るに 當り先 づ 次の 事 實よ 9 始めん とす。 

七 、，、 i rfii 、 n 二，/ 二/こ/、"，，、/*、 、となす とき、 五に 從 ひて、、 H 、> 、；、、、 
ならば. 必ず、 又' H * ' なり。 

げに も/、 = / 、、ミ、 "/ 、、より五によりて5、0 / 、 " ， / 〇 /> 、二、〇 ///"' 0 / 、を " 斤、一、 
二三 . を 本 來の數 f? . vv み、 气 V、 に 適用して (5、 C 、/、) c (、，0 /、) n '、、、〇 
を 得 更に 二に よりて ^ こ > 、、 = 气。、 / 卽ち五に從ひて \"' 

さて 一を 驗證 せんが 爲に /、， = 夕//" f 7 / * 5 t “ 2 ?- 一/”，、： 7 'と 置き 
/、= >、， ド =： V 、よ 9 /、 〇 で = 、/ 〇 、 を m / / v とぎ 〇先ブ 

/、 o xr " (so r 了 (/> 0 ' ご； // 〇 ：/ " ( a 、 〇 <.、) 二// 〇 '/) 

よりて/, O V - X 。 、 は 五に よりそ？。、，)。 (ミ 〇 、、，)" ( 气〇 , ••) 0 (、、 i ) こ @§ す 0 
而も 此 等式は //-//, マ - ' より 得べき，、 〇 ,/ U 5、 〇夕 〇 、、、 n ,、 〇 '/ こよ， 9 
て 保證せ られ たり。 

組み合は せの 法則は (fi 0 7 、 * //) 〇 { rf 、、 * //、) = ('、 〇 气 〇 ， 二^ 
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によ 9 て 直に 本来の 数の 場合に 歸着 す。 交換の 法則 も 亦 同じ。 

新しき 數の關 係せ る 合の 算法に つきて、 倚 見逃すべからざる 問題 ぁり。 先に 二 
に 於て 本來 の數 6 と 新なる 數 S . 二、 とに 合の 算法を 施せる 結果は g なるべし 
と 定め、 又 一方に 於て 一般に 本來の 数 及 新ら しき 數に關 する 合の 算法の 意義 
を 定めた 9。 此兩樣 の 意義は みと S . 二、 とに 適用せられ て撞箭 を ^ き 起す こ 
となき や 否や。 卽ち 六に 於て ？ I 二 V 、 u t となす とき 六の 右邊 は粜 して" i : 等 
しきを 得べき や、 否やを 驗せざ るべ からず。 气 i 、 H より k H r を 得、 六 
の 右邊は s 。 。 5 *5。 5 を與 ふ、 此 離の 算法は 可能 (: して : H : ハ 結果は“ (: 
等し。. 

八、 本來の 數と 新定の 數とを 總括 せる 新範圍 にぁり ては、 離の 算法 a 汎 通 (: し 

て、 次の 式の 示す が 如き 唯一の 結果を 與 ふ。 

" rr * 6 , // = ミ/ * // なら /、 * x H ^ o // ) * { a 、 〇 /> ) 

tf こも 六 こよりて { T o 、、) * ('，、 0 、>) } 0 X " ? o 、' 0 'o * ? 、 0 、、 0 、、、) にして 


順 

及 

逆 

の 

算 

法 


5 

6 

2 


右 邊に立 てる 數の パに 等しき ことは $ 〇 、>、 〇 ' 〇 ”ミ、。 t 。 // 〇 <7 なる ；；： M 
.なる等式の明示する所なり。又逆に/二/、、=，1、と置かば/、、0マ*5-/、 

よ 9 

{ 〇 / 0 3 ホ {jy 0 3 " a ネ h 

を 得、 これより 五に よりて ^ 〇 C 〇 、> n 〇 // 。 A 又ょ ( a 、 〇 / こ 〇 , n {'f 0//)， '/ 

I 

を 得 、 c * なは 上に 揭げ たる/、 こ/の 式に 外なら ざるを 確むべし。 

以上の 觀察 にょ 9 本来の 數 の外尙 9 二、 の 如き 新ら しき 數を作 9、 其 相 等 及 合 
の 算法の 意義を 五、 六に ょ 9 て定 むる ときは、 數の新 範圍に 於て 一 乃至 四の 原 
則は 依然 成立し 且 、離の 算法は 凡ての 場合に 可能なる べきを 知り. 得たり。 
a を 任意の 一數 となす ときは 八に よりて 

a 〇 £ = へ/ „ 

なる 條 件を 充實 すべき 數 e 必存 在す、 さて 3 を 如何なる 數とな すと も 

s * a) 〇 、/• 〇 s " (/9 * '、) 。 A 
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卽ち ^0^0^ 

なる が 故に、 S なる 數は“ には 關係 なき 一定の 數な り。 卽ち 3 を 如何なる 数 

Tyf^ ?mG 

s " p 米 p 

斯の 如き 數を假 に 合の 翼 法の 準數 (又は 單位) 'とい ふ。 

さて 再び 八に ょりて、“ を 如何なる 數 となす とも 

、/ 〇 '/ u tn 

を充實 すべき 數ゲは 必ず 存在す。“，“ の關 係は 相互 同一に して、 此 二つを 假 
に 相反せ る 數と云 ふ。 しかす ると きは 一般に 

(y 30 r/) o r h l o ( >5 、 o r/) =T i vo o <«) 

よ て . X - \ o 、/ 

a を 合する は"* に‘ 反せる 數を 離す るに 同じく、 合の 算法 も 離の 算去 も It ハ 致 一 
な 90 
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數負及 張 擴の法 減 


(三) 

前節に 說 きたる 合 離の 算法を 加法 及 減法と なすと きは、 五、 六、 八は 質 数 賓 

の 整數) の 相 等 及 加法 減法に 闇して 次の 結果を 與ふ、 

a + h 、 " a 、 十 h なるとき f ， — b U 〇/ I f < (二 

( 5 — &) + (rf 、 1 、/) n (s + 3/) 丨 (/> 十 //) ( c ) 

(a 丨 、 >) — T 、 丨 />、)•-" ? +、/) I ('，、 + />)’ ( oc ) 

丨 rr なる 數は a : に關 係な し. 是卽ち 加法の 準數 にして、 此新 しき數 を o と 
名づ く。 〇の關 係せ る 加法は 次の 如し。 

+ 0 = ，'ご Q + 、、 H a ; o + o u () - ( ，| ) 

〇の關 係せ る 場合に も⑴ ⑵⑶ は 無論 成立す ベ L 。 

自然 數“が みょり 小なる ときは $ I は 新しき 數なり 。此 場合に 於て は 
S 十， フ- 。なる 如き 自然 數 e は 存在す、 而して ⑴に ょり L 

a f 0 = Q 丨 fi 


七 
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〇 I を 略して 單 に— '、 と 書く。 凡て a 數は 常に 斯の 如き 標準 形式を 冇す。 加 
法 又は 減法に 於て 各 C0 數に代 ふるに 之に 等しき 數を以 てす る ことを ^ るが 故 
に、 凡て 貴數を 標準 形式に 表は したりと するとき は、 (2) ょり 次の 結果を 得 

C 十 (I f/) = 6 , { 0、 ： r v c、 ) 

n — T 、— to : ，八 0 、一 ( 5 ) 

( ― ’ 二 + ( 丨 '/) = 丨 (，+ '、)• J 

又 a + T C) == 〇 にして 一は 加法に つきての r の 反數 なるガ 故に、 y を 減ず 
るは、 C を 加 ふるに 同じく、 又 y を 加 ふるは C を 減ずる に 同じ" 

正 貢 整數 の範圍 內に 於て は 加法、 減法は (二) の 諸 原則に 遵ひ 、又 凡ての 場合に 
可能な り。 然れ ども こゝに 尙ほ考 ふべき は、 此範 圍內に 於け る乘 法の 意義な り。 
乘 法は 分配の 法則に 遨ふを 要する が 故に 

T +- 0 r 9 U ^ -H Q こ 3 
さて、/ + 〇 = a なる により 'も H si + Q 二 1 
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正 

負 

整 

數 

0 

乘 

法 


故に (4) により. て p ^ nu 0 
又 交換の 法則に よ 9 て > o “ 〇 
之に よ 9 て 〇の關 係せ る乘 法の 意義は 定まれ 9。 次 

{'/ + ( 丨 r/) r 9 "' -.> 9+ ? '/) 

卽ち 0“ + T 、、) 。 


(G) 


又 


よ 9 




を 得、 交換の 法則に より， て ? 1 n 
又# に 代 ふるに-/ 9 を 以てして 

(. 丨 、/) (！' 9 ) y 


S 

i 

4 


( 7 ) 
( 8 ) 

(9) 


を 得。 以上の 諸式に ょりて 貢 數の關 係せ る乘 法の 意義は 全く 定まれり。 一般 
若干の 數の 積は 置 數 因子の 數の 偶數た ると 奇數た ると に 從て正 又は a なり/ 
積の 絕對 値は 因子の 絕對 値の 積に 等し。 積の 〇 に 等しき は 因子の 中少 くと、 
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一つが 〇 なる 場合に 限れ 9。 是に ょ. 9 て乘 法の 紐み 合は せの 法則 及 交換の 法 
則の： JE 貴 盤 數の範 圍內に 於ても 仍ほ 成立せ るを 知るべし。 

貧數 及び 〇 の！！ 係せ る乘法 の 意義は 分配の 法則を 特殊の 場合に 適用して 之を 
定めた 9。 然れ ども 乘 法の 意義 旣に定 まりた る L は' 分配の 法則が 果して 凡て 
の 場合に 於て 成立すべき や 否や、 此 疑問は 尙ほ 解決を 待てり。 

T +\)r P- '、、+ / ぐ 

は 7 の 〇 なるとき 及び". 〆 の 中 一方 又は 雙 方の 〇 なる 場合には CU ら i ' ll なり。 
又此 等式 若し r の 正數な ると き 常に 成立せば、；， を 之 (■: 反せる 質 數とな 兮 と 
き 亦然ら ざるを 得ず、 是 故に 先づ Z を JE 數とし 、“、 3 が 共 {: 正 數なる 場合を 
除き、 次の 三つの 場合に つきて 此 等式を 驗證せ ば 則ち 足る。 

以ク 〆 共に 置 數な ると きは s H H , へ > と 置く に、 上の 等式の 左邊は 
丨 { V + 5 ?、} に、 又 其右邊 は— ミ 1ミ に 等しく、 雨 邊の 相等しき こと ! 1 ) 3 , H 
なり，。 ミ 〇" の 中 一は 正、 一は 資な ると きは、 加法の 交換の 法則に ょり 其い づれ 


三 


正 ii 

色 I 

整 Ii 

數 I 
の 一 

乘 ji 

法 I 


27 


を正數なりとするも結果は一 ^ なるガ故 {: 、例へば'、“。は正1“，ふは畏 
にして、 先づ 5 > タ ミ-“ > 丄二、 となす ときは、 L の 等式の 左 邊は 3 、 に、 又 
其 ^ 邊は ミ— ミに 等しく L て此 等式は 成立す" 次に 又// H fr i , ミ < />, 
と 置か ば、 上の 等式は i ,// 、 " ミ！ ^ とな 9 て 直に ilil 了な り。 分配の 
法則の 凡ての 場合に 成立す るを 知るべし。 

最後に 尙乘法 及び 其轉 倒の 結果の 唯一なる ベ きを 證叨 せざる ベから ず。 先づ 
- 5 1 - ' よ り 4 " 5 5、 を 得ん と 欲せば、 次の 如く 考ふべ し。 より 
'、- 丨 '、•、 - 0,('、 — '、-、M “ 0. /) " 〇卽 ち ^ —'// ケ - p -l n '/> 

I — X " P ' 、 - 、 0 r、) "" p '、 ^ n '/ 、 -: よりて ' 、、 フ “' / >■ 

— ？； 'ミー？ より L = 、5、を得んとする (: 、先づ ^ _' ^ "、丨_”“ 
卽ち' MVJ 9、) H 0 •是 故に" •及び、 9 の中少 くと もい づ a か 一方は 〇 に 
等しから ざるを 得ず。 よ 9 て“ が 〇 ならざる ときは、 9 I 、 " 0 SP ち、 r ” >' 
"•が 〇 なるとき は、， w> n ' なる を必 せず、 乘 法の 轉 倒の 唯一なる べしと いへ 


〇 
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る 原則は、 〇 の ti 係せ る 場合に 於て 一の 例外を 獲たり'。 

こ > (: 證明 せる は乘 法の 轉 倒の 可能なる とき、 其 結果の 一般に 唯一なる べし 
とい ふに 過ぎず。 除法は 正 置 整數 0 範圍內 に 於て 未た ? ii 通を ^ ず。 

S) 

置 數の觀 念は旣 に定圭 9、 吾人の 耍 求の 一半は 貫徹せ り。 さて (三) の說 w i : 於 
て 所謂 「本来の 數」 を 正 m の 察 數 とし、 合 離の 算法を 乘法 除法と なして、 再び 新 
しき 數 (分 數) を 導き出さん とす 0 

a 〇 タミ* ぐに 代 ふるに M を 以てする ときは (三) の 五、 六、 八ょり. 分数の 相 
等 及其乘 法、 除法の 意義を 得。 

ミ/ = av 、 なるとき！ ( r = 丨 :5 「 ( 1 ) 

h // 

n <V ミ// てこ 

h e si / 

'，•之、— ミ' 二 n 


\t / 
四 


分 

數 

の 

0 

力 

法 

減 

法 


3 

2 




此等 式に ょりて 分數の 柝等及 其 乘法 、除法を 定む ると きは (二) の 諸 原 の 成立 
すへ きこと _旣^ ，(三) に 於て 證明せ る 所な り。 乘法 の準數 は 1 にして、 乘法 
につきて 相反せ る數 は卽ち 所謂 逆数な 9。 

分 數相等 の 定義 Q に從 ふとき は、 一般に— 相 丨み丄 特に.—‘'*“ s 


h 


叉乘法 の 定義 ⑵よ 9 “： 2 又 除法の 定義よ 
諸 定理 一々 枚舉 する の 要な し。 

さて 分數の 如法 及 減法の 意義を 定めん とせば、 再び 分配の 法則を 明ゐ 


を # " 此等の 


06 


/> 




)、、/>= />//+ 〔(、 ? 、“、、、' 


2 ; 7 > 


ぶ 


ff - '、、 

xi hMH 

h // 


を 得。 此 等式は 旣に 減法の 定義 


p. a， 
b 、/ 


'f //+#7、 /> 

4 f » !: «r „ • . 

fk 


f z ^r i fl 一 h 
6// 



274 


易 不上式 形の 法 箅則 ® 


を 含蓄す ◊斯の 如くに して 定められ /: る 加法 減法の 結果 唯一なる こと 及 加 注 
の 紙み 合は せの 法則 及 交換の 法則は 容易 (: 驗證 せられ 得べ し。 例へ ば 紙み 合 
はせ の 法則を 證せん に 

U 、、 1 、十 ' t 气 1// 二’ i //、 iji /// 

f 》 +マ q 斗 17 〇 " fk 、 I : s /、 

14: ハ 他 類推す V L 。 

前節の 結尾に 特筆せ る 除法の 例外は 分數を 埤 入せ るが 爲に撒 去せられ たる (: 
あらず。 el " の 如き 記 號は 6 の 〇 なるとき は 沒意義 なり。 假 にらが 〇 なる 場 

合に ( 1 ) を 適用 すれば、 形式的に 

'/ 0 、 . 0 1'，、 

I 11J It II » 1■ :1| • .* 

0 0 0 、>、 

を 得。 ^ 二の 等式は n 一 〇が如何なる分數にも等しきを示せり卽ち 0 ぃ (: 1 
定の 意義な きなり 〇 第一の 等式は パ U は" に關係 なきを 一不 せり.。 \ 沿し此 ^| 




零 

を 

法 

と 

せ 

る 

除 

法 




iH { 1|1.?5 せら '?- て例へは 0- --8 なる一你の | 最新數】 を 作 る IJ きは 、'/: 0 •、卜 
なる li 係の、 〇 と S との 積が 如何なる 數にも 等しき を 示す に 遇 ひて、 KU せ 
ん 。更に (2) に 於て C を 〇 とな さば 


6 、 


8 


を相、又三に於て6、 /> / を共 (: 0 となさょ 


8 


0 

0 


0 

0 


又 減法の 定義ょり 8 ! S : 

を 得。 斯の 如き 奇異なる 等式は 畢竟 何事を か 示せる。 此 凝 !! 1] の 解 釋 ( i :; K (: 
し L 盡すべ L 。 闩 く、 强て〇 を 法と せる 除法を 成立せ しめんが 念に、 卜 0 如 
く S なる 一個の 數を 作成 するとき は、 數に關 する 諸の 原則は 盡く ^ 統一を 失 
ふ。 乘法の 結果 唯一なる べしとの 法則は 0 • 8 " ょの 爲に 破壤せ ら L 、 或 法の 
結 ^ 唯一なるへしとの法 |- 1 | ハは 81 _ 8 “ 0 :° の爲に攒亂せらる。最も « しきは 
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、二 0 なる 除法を 成立せ しめんと して、 直に 再び S “ S なる 除法の 例外に 撞翁 
せる こと 是な り。 數 の範圍 を 擴張 する 目的は、 法則の 統一を 保持す るに ある こ 
と 吾輩の 旣に 認めた る 所な 9" 00 なる 數は 排斥せ ざるべ からず。 算法 適用の 區 
域に 限界 あるは 自然な， 9。 〇 を 法と せる 除法の 絕對 的に 排斥すべき は、 0 !] ち 
算法 適用の 區 域の 自然の 限界の 最 好例な 9。 

高等 數學に 於て 8 なる 記號の 常に 用 ゐらる > ことは 吾輩の こ . -^ に 言へ る 所に 
牴觸 せりと 誤解す る こと 勿れ。 00 なる 記號は 數學に 於て 決して 一個の 數を表 
はすこと なし。 例へ ば 1 X なる 式に 於て％ が 漸次 減少して 限 9 なく 〇 に 近 
接する ときは、 1 :.: は 漸次 增 大して 其究 まる 所を 知らず。 此事货 を 叢き 表は 
一さん が 爲に ^ ir 』 " S なる 記法を 用ゐ る、 更に 之を 簡約して o'- u S . と ffi 
•一く 0 俑を 作れる は 誰ぞ 。初 學者を 誤る の甚 しき、 此 記法に 過ぐ るは なし 。 lo 
I 又は Go は 或數を 表は せる にあらず、 1 0 も 00 も獨立しては意義を有せず 0:1 ^ 
I 8 なる ie 合を なして 後、 始めて L {:: 言へ る複雜 なる ^ 實を 表は すの 暗號 とな 





有 

理 

數 

Q 

大 

小 


■彳 

27 




る ことを 得る に 過ぎず。 

(五) 

上述の 徑行 によりて 形式的 論理 上 有理数の 觀念を 確定す る ことを 辟 /: り. と雖、 
斯の 如くに して 定められた る數は 未だ 大小なる 語に より ふし 表は さる、 性 f [ を 
具へ ず。 今 此缺點 を 補 はんと 欲せば 正 貢の 觀 念より •發足 する を 便利な り i す。 一 
〇 は 正 m の 外に 超 立せ る 中性の 數 に して、 自然 數は 凡て 正數 なり、 其 他の 整數 
は (四) にいへ るが 如く 〇 I S の 如き ^ は 自然 數) 標準 的の 形式を 有す、 これら 
を 貢の 整數 となす。 

一般に 有理数の 正 貫を 定む るには 符號の 法則を 根據と すべし。 同號の 二數の 
積は 正、 異號の 二數の 積は 置な り。 形式的に 此事實 を 次の 如く 香き 表は す 
を 得 


こと 


(±) (±) "ナ (±) ( T ) 


此 法則は 整數 につきて は旣に 成立せ 9、 ( 三) の (7) (8) (9) を 參 照すべし。 今此法 





r:i こ 


種？ 


ii 


1 


27 


四 

則 

算 

法 

の 

形 

式 

..，.上 

:不 

易 


則を 凡ての 有理数に つき r.;; 成立せ しめんと 欲せば、 同號の 二 数の 商は 犯、 異號 
の 二 數の商 は 質な り V.,.'; な 灰/るを 嚴革 

き 歌 徵は赛 又異號 を 放置な f) ■' .と 1 !|今々霜而ぢ有激^^貴を斯く 
定ひ 6 とぎは、 飜 て又符 號の法 則が 一般に 成立 ^ だ 
S: ひ。 又 r 数 0 和の 必； 正なる こと 及 置. 数の 和の 必貫な 名べき こと 明白な 9 
正 置. m- 蠢餐旣 に 定ま 夕たる 上は 次の 如くに： して 大小の 1 思 養を せ 讓る v r ^ 

. . . . . ■ •: • . 

- . ■ - . • . . ■ - • ••••: •: •• •••-.:• 

.態 敗 © 大小 li : よく 此 定義と. 調和 ぜ冷 フ 又此免 儀に：. 從 ふ^ 

.左り 大 、賈數 は 0/: ■よれ 小： にし ^ .: 戈 正 數 _ 屬數 --^ ^ 
a: 你笋よ 吖大 ならば， A 
正" 隨で ^- 丨 a は ft なり。 卽 ち/ 5 S 


.. 

〒.違 


11 :: 


ぼ 1 

ill::: 


II 

p 

遅 

ハ 

一 


1 


マ 

; i?' s ;- 

& I, 




: 有： 

理 

數 

大 

小 


27 




は 共に 正な し 


- y し」 


KV 


ふ •が 故に、 興 和. 


A 亦 正、.： 卽.— yr . な 




一’〉 電^ 


/? >，ならばぅ十>¥( 

- ■ - .Vi ^ . 

> • v o 卽 ち/が 正なら ば $ + > y S 汉 > 八 P 卽ちィの貢ならば ';"; ^ 

' V ^ t P ^ i - 1■ ^ ...... ...- ' - 

■'.« が 正數 なるとき に 限り， V ， ょ 9 4 V : 為 

• • • . . • • • - .. • • -..• •_:••. (. • .■ • :•-- ••: : :• • 

な ？): 。： こ 

• . . . . • • • • - : . : • •ン •••"•• - ■ ••: . . •• .•• -•-. 

なる にょ ^ ; itb fi 係が 加法： の塲合 A 少しく 其 趣を 異に 考 

:芷 數貴數 の 大小に 1 係， せ ^ 諸々 の： 定理 枚擧に 遑 ぁらず、 け 
:出 の大浊 の 定義 隨 : 1:* 符號の 法則に 盡きた り。 ,. 

”>>>:: に 述^ 

:せ りと ^ す舊 習に 因りて 之を 代數 的の 大小と 言 ふこ 表，のり。ぺ常識の所謂大 ^ : 

• . .• •-••• .• • ••••••• • •• . : • ... . . : . . •/ . 

:: .は 絕對 値 0 寒な， 纏：： 

ち 舞 0 なる： 關涤を なせろ 11 
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> ■ 一 — • 一 •，•，，一- ^ " 一 — " .•二 . ■■■ 二- ■' 1 . . 


正にして 他の 一つは 貢な 9、 其 正なる を a 及び，“ の絕對 値と いふ、 貢 数の 大 
小は 其絕對 的の 大小に 反す。 • 

が 同號办 數 なるとき は、 其 和の 絕對 値は、“ 及び 3 の 絕對 値の 和に 等し 
く、"/ が 異號 の數な ると きは、 和の 絕對 値は“/ の絕對 値の茇 (: 等し。 積 
の絕對 値は 常に 因子の 絕對 値の 積に 等し。 

所謂 代 數 的の 大小は 應用 上に 於て 便利なる 場合 ぁり 又然ら ざる ぁり。 其 不便 
は 多くは 上に 述べた る乘 法の 場合に 於て ^ 〇 >、と4>戈との一般に相隨 
伴せ ざる 處よ 9 生ず。 

ダ ランべ ルは 正數 の m 數よ 9 大 なり' と レ ふを 否認して 次の 如く lr ぜり 、一 V — 一 
卩丨 一:一 なる 等式を 看よ、 若し 7 にして 1 より 小なら ば 此 等式の 友 邊に 
立てる 比は 其 前項 後項より 大 なり.、 是卽ち 優 比 (其 値 1 よ 9大なる此)にして、 
右邊に 立てる は 劣 比 $ ハ 値 1 より 小なる 比) なり。 卽 ち --] が I よ 9 小な りと 
の 假定は 優 比が 劣 比 (: 等しとの 結論を 誘致 9 る 者な 9。 靳の 如き 誤解の 原因 
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小 大の 數理有 


{叉 一 ^ の ^ 數乘 法の 特異なる 現象に 基づく。 前項が 後項よ^ \大な る 比の 霞 

力 1 より 大な りと いふは 是 其絕對 値に つきて 言 ふなり。】"— ^ なる 比の 値 

は |に こて こは 1より大ならず。ダラン、'へ4は1 \/ !1故に雨邊をぺに 

て 除 こブ— 一 V I 一 •• i 1 卽ち 一: i 1 V 1 を 得と なせるな 9 C 代 M 的の 

大小に 關 する 事實を 論ずる に當て は、 最 此陷穽 を m 3 るべ し。 

大 4 の觀 念を 基礎と して 前 諸 章に て 順次 定めた る 有理数 も、 又 算法の 凡 通を 

根據 として 此章 に說 きたる 有理數 も、 畢竟 觀念の 內容に 於て は 異なる 所な し。 

一は 綜合 的に して、 一は 分析 的なる、 二樣の 徑行 によりて、 同一の 觀念に 到達 
する ことを 得 /: 9。 

第 八 章 量の 連 續性及 無理数の 起源 

具 體の 量、 抽象の ® 〇量の 原則-量の 比較、 加 合及迚 續 〇 「有 理區域 」、 其 性質 > 最 の 公 
約、 公 倍 0 1 を 計る とは 何の 1 g ぞ〇ユ —ク リッ ドの 法式、 二つの 場合 〇公 約な き ^ の實例 
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〇ユークリッドの比の定義、比と有理數との相等及大小、二つの比の相錄及大小 0 觉と商線 
上の點 との # 照、 獨密な る 分布は 迚績に 非す、 i 3 i 續の定 韻 0 結論、 敷の 原則 
ー ニ)： 

量 1 ) 物の 長短、 輕重 、明暗、 冷 熱、 時の 遲速 、運動の 緩急、 音の 高低 强弱 等、 凡そん の 
| j 感覺に 大小 其 度を 異にする 印象を 與へ得 べきは、 转量な 9。 量の 特徵は 苏大小 
1 一 •(:• ぁり •、物の 長短を 考ふ るに 當て は、 卽ち唯 其 長短を 觀 る、 K 他の 性 n 例へ ば 
Sh 其 鞞重 、冷 熱、 色彩の 濃淡 等擧 て 之を 度 外に 置く、 又 :! ]: (冷 熱を 考 ふるに 常て は 
1 一 : H : ハ 長短、 輕 重、 剛柔等 盡く 措て 問は ず。 斯の 如くに して 長短、 鞞重等 を 各 •：種 
|一の.量と考ふるに至る。若し更に一步を進めて、物の如何なる性質につきて 1[: (大 
源) 小を 考ふ .るかを も 顧慮せ ずして、 卽ち 、畏短 、輕 重、 冷 熱に つきて、 唯 : It ハ 大小を 
一隱 て、 其 長さの 大小、 質量の 大小、 溫度の 大小なる を 問は ざると きは、 絕對的 袖 
lj 象 的の 量の 觀 念に 到達す。 

八 b 絕對 的の 量の 觀 念の 内容は、 卽ち 凡ての 量に 普遍な ろ 特徴の 金 體ょ 0 成る。 然 


2S3 


量 の 象 油 及 量の 體具 



れ とも 絕對の 量は # 象 的に 1 て 補 捉し難 し， 苦/ (1 ハ 象 的の 例 ■を 得ん と 欲せ 
•は、 直線の 長さは 就中 最明亮 なる 印象を 與ふべ し。 


| 量. は 之を 計る ことを 得、 量を 計りた る 結果は 數を以 て 之を 表は t ことを $ さ 
| て 量を 計る とは 如何、 又 量と 數と の關 係は 如何。 

| 數學に 於て 量と稱 する 者旣に 抽象的な り、 量を 計る とい ふこと も 亦 里 想 的な 

一らざる を 农ず實 際 J JI ハ 象 的の 量を 測定す るは、 畢竟 外界が 吾人の 感覺 (: 與ふ 

I ろ & 象の 强弱を 定む るに 外なら ず。 之を 定む るに 精粗 ぁり/物 (•: 觸れ て : i : L ハ 令 熱 
を 宄り 、音を 聽 きて 其 高低を 知る は 不精 確な り 0 尺度を 以て 物の 長さを 測り、 

| 望 違 鏡を 以て 星辰の 運行を 觀て 時刻を 計る は 精密なる ii 定 なり。 然れ ども％ 
一 の 如きは 测定の 結果 (: 精 親 ® 差 こそ ぁれ、 最終に 訴ふる 所は 吾人の 感覺に 外 
j ならず、 卽ち觀 測の 方法と 共に 其 結果. の 精 親里 (なる も、 要するに 是れポ ^ 
j 題に して" 絕對 的の 精確は 決して 期す V からず。 ' 

一 & 防に於ける量の_定には精確の度に限界ぁるを免るべからざるが较 (: 、斯 


源 起の 數理無 及性痠 連の 量 
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の 如き 測定の 結果を 表は す (: は 整數 のみを 以て 之を 辨ずべ ，し。 小數を 用ゐて 
應明 上の 便利を 享 くる こと あるべき も、 小 數點以 下、 假に七 桁と 言は んか 
桁 L 」 言 はんか、 若 千の 限り ある 位數以 上を 採る の 必要な き 上は" 是實は 整数の 
みを 用ゐ るに 異ならず。 

然れ ども 實際上 精密に 之を 測定し 得べき と 然らざ ると を 度 外に 置きて、 理想 
上、 各‘ •の 量に 一定 不動の 大 さあり となす ことを 禁ずる 能は ず。 數學に 於て 量 
とい ひ 又 量を 計る とい ふは、 斯の 如き 理想 上の 意義に 於て しかい ふなり。 

r 一 ) 

吾輩の 稱 して 量と なすは、 次に 掲 ぐる 諸々 の 性質を 具へ たる ものに 限る。 

第一、 量の 比較に 關する 原則。 

一、 J [ 、 i 5 なる 二つ の 量の 與 へられた ると き、 其 間に 次の 三つの 關 係の 中" いづ 
れか 一つ 而も 唯一つ のみ 成立す。 
yl は 1? に 等し、 、一 =ゎ 


M 


の 




一- . > 

8 

2 


.4 は // より 大なり 、 A V B 
-4 は Ji より. 小な 9、 A ci 

等しと いひ 大小と いふ 語の 意義は、 よく 第一章 (二) 及第 三 章 二) に揭 けたる 
ガ定に 遂ふへ きを 要す。 又 量の 間に 成 J /: する關 係は : 1]: ハ 量に 代 ふるに 之に 等 I 
き 乱の 量を 以てせる が 爲に 影響を 被る ことなし とす。 例へ ば 」 V u K r 
Ji n ^ 、なるとき」/ \/ ^ 、なる如き是なり 0 

第二、 量の 加 合に ■する 原 w 。 

一、 . 1 、 K なる 二つの 量の 與 へられた ると きは、 之を 加 合して : 定せる 第三の 
量 〇 を 得、 ^ 十， W - a 

C が一 定の 量な りとは， r- fe' n r ぐ r : Q より r を 論 斷 し— 
べしと いふに 異ならず。 

二、 組み合 はぜの 法則 。 U + b ) _ i . + (5 + 3 

三、 交換の 法則。 」 十^ = Jr - 」 


:2SG 
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四、 加 合と 大小との 關 係。」 + h > > •又」 V 」、 と 共 こ」 +ミ V J 、 + /;. 
五 •加 合の 轉 倒。 气 Ji なる 二つの 量の 與へら れた ると き、」 ならに、 
，一” b なる 如き 量 r . は 必ず 存在す 。 r " j —7 i 
斯の 如き 量 f の 唯一僴 に 限り- 存布し 得べき こと、 及 V 6 r ( 7 ) —, ょり 小なる くき 
ことは 四の 當然の 結果な 9。 

倍加は 加 合の 特例に して、 量の 倍加 (■: 關して 第五 章 (四) (■: 說き r: るが 如き 諸 
辜 ® の 成立すべき こと 明白な 9。 >-.| なる 量" 個を 加 合して flf r: る 量を？； の" 
倍と V ひ， 之を 表は すに？〗 なる 記 號を以 てす 0 
第三 連續の 原則 
量は 連續の 性 M を 具 ふ。 

量に 連續ぁ りとは、 量の 變動 (卽ち 其增減 )の 連續 的なる を 得る をい ふ。 物の 数 
の變動 の少 くと も 一個を 下る ことを 得ざる が 如きは 卽ち變 動の 連 ffi 的なら ざ 
るな り、 之に 反して、 例へ ば 畏 さ、 時 問の 如き 所謂 量に ぁりて は 其 變動 連續的 


こ 

^7 

る 

性 

質 


M I 
8 
2 


:一な るを ^ る こと 何人も 承認す る 所な り。 然れ ども 連續 とい ふこと を最叨 r'l に 
一‘ 言 ひ 表は す ことは -K だ 難き が 故に、 眞說明 は 之を 後條 に讓 9、 此喔 には 站 らく 
一 量の 連 續に關 せる 二 三の 事 ®: を 列記す るに 止むべし。 

ー アルキメデスの 法則。 乂、 K なる 量與 へられ、 .1 は 7; より 大なる とき、々 を 幾 
一囘も 力 ^ し 行きて 竟に J より. 大なろ 量に 到達すべし、 卽ちム の 倍の 中 (: 
一一 必ず d より 大 なる 者 ぁり、 i& v Ki なる 如き® 然數 "必ず 字 在す 0 
一等 分の 可能。 凡て 量は 之を 任意 0 相等しき 部分に 分ち 得べ I、 卽ち j なる : t 
と-なる 511 费 數の與 へられた ると き」”/ & なる 如き 量 お は 必ず # ff す。 

一 S を .- 1 の £分の一と名ヴけ、之を表はすに -4 ;なる記法を以てす。ぉの如き 
I 量は 唯一 個に 限り 存在し 得べき こと 勿論な り.。 

一 稠密なる 分布。 4 万が 相 異なる 量なら ばべ ぶ の 中 問に 必ず 第三の 量 M を 容 
I る、 隨 て ^ 、 K の 中間には 無限に 多くの 量 存在す。 

及 等 1 は C 條の當 激 の 結集な り。 今 .1 を J .? よ 9 大な 9とせば、 ^ :: )1 以五： 
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ょ 9 て C U 」 I なる 如— j 里 TC は 必ず 存在す。 さて 等分の 可能 i ': 基き？ 一 
なる 量は 必ず 存在し：/ フ卞サ は 4 刃の 中間に ぁり 、」 V Jr . 「 V ゎ 
量に 最大の 者な く、 又 最小の 者な し。 げ .にも ^ を 如何なる 量な 9 

/AJ る ^ P 

2 』 は . 1 ょ 9 も大にして又 . 4 | 2 は 2 ょ 9 も小な 9 。 

以上 列擧 ^ るは いづれ も 量の 連續に !1 せる 性質な 9。 然れ ども、 これ ら米 /: 連 
饋と いふ ことの 特徵を 盡すに 足らざる こと、 後 文に 至て 自ら叨 なるべし 0 

ニニ) 

量の 倍加 及 等分に 關して 第五 章® (: 說ける 如き 諸 定理 成立す、 これらの 諸 
定理は いづれ も 極めて 明白に して、 殆んど 辯說を 要せず。 此處に 記法の 說明と 
として 唯一つ の宰實 を 寧ぐべし。 

ノを 一の 1=3 !, とし S "を自勿ル數となす-^きは は . 1 のれ 免“ /- l vo i ! ./> 0 

一を、 又 SU :) は . 4 のれ 分の 一の S 倍を、 表は し、 附蒋 相等しき こと 容易に 證 
明せられ 得べ し。 此 相等しき 量を 表は すに ， 


m 

£ 




なる 記法を 以てす。 又は 
は、 更 (: 之を 累 して 


なる 分數を 一個の 文字 例へ ば" にて 示せる とき 




气 7? の 如き 文 


と 記すべし。 此處な ほ讀 者の 注意を 乞 ふべき 一條 ぁり。 ここ 
0 

字を 以て 量を 表は せる こと 是 なり。 卽ち此 等は 量の 數 値を 表は— に 非ず 
て 直に 量 其 者を 代表せ るな り。 例へ ば 2 を 以て 圖の第 一の 直線 (長さ) を 表は 
せりと せ ば W は 第二、 .1 は 第三の 直線を 表は せ 9。 の幾寸 ，幾 ィン ナ、 幾 セン 
于ノー トルなる かは 問 ふ 所に 非ず、 否： は 若干寸 、若干 ィン ナ なりとは 如 r 
なる 意義を 有する かは、 吾人の 之より. 進みて 知らん と 欲する 听 なり 0 
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五なる 量の 與 へられた る 時、 r を 正の 有理数 (自然 數及び 正の 分數) となし W 
の 如き 量、 卽ち五 より 倍加 及び 等分に よりて 作り 得べき 量を 總て 一括し、 假 
に 之を 有 理區域 と 名 づけ、 此 有理區 域は JI: なる 量に よりて 定めら- れた りと 稱 
す 〇 

五の 定 むる 有 理區 域に 屬せる 二 個の 量 w M の 和 又は 差は マ ± 3 5 にして、 
此 量は 又 同一の 有理區 域に 屬せ 9。 又” を 自然数と せ ば ホ f == 計き 卽ち或 
有理區 域に 屬せる 量に 加 合 (及び 倍加) 等分を 施 こせる 結果は 亦 同一の 有理區 
域 i: 屬 せる 量な り。 

五の 定むる 有理區 域に 屬せる 量の 一つを K と名ヴ け te 、 n l te と 置く、 W は 
自然 數 又は 正の 分 數な 9。 さて 一般に T を 以て 正の 有 31 數を 表は すと きは 
(三) によりて 

r 卩 z iri , s "J J‘V 

な 、 W 

にして 1 〆 は 勿論 正の 有 理數な るが 故に Ji : の 有理區 域に 屬せる 量は 必ず 亦 


域 


m 


理 


有 


j 五の 苻理區 域に 屬 す。 此 等の關 係は气 y の 同一の 有理 E 域を 定む るを 示せり。 

|| 語を 換 へて 之を 言は/、 >1 て有理 區域は 之に 屬 せる 唯一つ の 量 (■: ょ 9 て 全く 

|j 定まるな 9。 

二 

| 為、 J が 同一の 有 理區域 t 例へ ば 1 の定 むる 有理區 域 ) に屬 せる 量なら ば 

一 I 

j 

tl 

一一 C 

一 I 4 るに よ 9 

f “ 

ji . 

I 多なる 二つ の 自然. 数が 相 素なら ず ば 之を 其 最大公約数に て 除し 

二 5 J 」 j ^^ へ /J v ,r 

〒なる 如き 相 素なる 自然 敷 ^ fr-, -の 必ず 存在すべき を 知る。 此相 等しき 量を Jf 
|| と名づ くれば 3r は戽 及び 為の 倍 量、 卽ちネ 為の 公 倍 量に して、 而もネ ふ-の 
| 公 倍 量の 中 最小なる 者な 9。见 を ^, ふ-の 最小 公 倍 量と いふ 。 h の ! i 係より 


L 』 rrr ~ Ki, 

n - • 


isr f, 

F 


u- n n ^z: te 
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を 得、 之を 1> と讃か ば . 7> は A 、 為の 最大 公約 量な 9。 最大 公約 量と いふ 語 0 
意義は 說明を 須ひ ずして 明 嘹 なるべし。 JI ' と / > との 間には 次の 關係 成立す。 

一 T n 3 ,? 7 >• I 

ネ ふの 公 倍 量は 凡て！ © 倍 量に して、 ふ 為の 公約 量は 凡て / > の 約 量な り。 又 
刀 の 約 量は 盡く 4 為の 公約 量なる が 故に、 J , 為には 限りなく 多くの 公約 a 
存在せ り。 

以上の 觀察に ょりて 次の 結果に 到達す。 

公 倍 ある 二 量には 公約 あり、 又 公約 ある 二 量 {: は 必ず 公 倍 あり。 公約 ある 二 : t 
は 唯一つ の 最大 公約 及び 無限に 多くの 公約を 有す。 同一の 荷 理區 域に M せる 
二つ の 量には 必ず 公約 あ 9、 公約を 有せる 二つ の 量は 必ず 同一の 有 31 區域 {例 
へば此公約の定むる有理區域)に屬す〇有理區域は二つづつ互に公約を对する 
凡ての 量の 集合な 9。 


2S3 


ふ に 


と こる 計を 量 


㈣ 


i ft を 言る とし ふことは fi に述ヘ たる 量の 原則を 茶！ 礎と す。 J なる 量の 與 へら 

一れ たる、 とき、 一定の 量ぶ を 採りて 之を 單位 となし、 $を倍卯して 

is 2 ^ s ^ …… fi …… 二 ) 

等の 量を 作 9、 之を ^ と 比較す るに、 VI が 此 等の 量の 中の 一つに 等しく、 例へ 
ば」".— なるとき は、 れは卽 ち 五を 單位 としての .1 のき 备な りゴ 若し .^ 
の 倍 i : 等 しからずば、ァルキメデスの法則によりて、五の倍にしてバよ9も 
大なる もの 必ず 存在す' 隨 てけ の 量の 中 . 4 より 大なら ざる ものは - it ハ數吳 り ぁ 
り 故に 其 TT に 一 f } 最大の 者な かるべ からず。 今. if >- を 以て (1) の 量の P .1 を 
超えざる 最大の 者と なさ ば 

? + 一 ) « 〉 k 一 〉 H . ^ へ 9 ) 

して、 此 場合に 於て は、 ズの數 値は# よ 9 大に して‘， + H よ 9 小な りと い 
リ 若し 

L . I ^ MMU 


八 
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と 置か ば 


A " e _E + Jt, M A Ja 


卽 ち ^ と數 値 i // なる 量との 差 五は K ； よ 9 小な 90 斯の 如、 
として、 J . を JK の 程度まで 計る ことを 得。 

若し 更に 6 を 1 より' 大なる 自然 數 とし、 


して 五を 單位 


u J ド 


と 置き、 E に 代 ふるに E を 以てして、 同樣 の手續 きを 反復し、 例へ ば 

(一*) 


L - H y ^ 

t 


なる 結果に 到達した ると きは ^ を 單位 としての d の數値 は ⑽ 了な り、 或は 又 
⑵ に 於け る 如く 


0 + 1) S 、 〉 、 i v s £:、 


ならば 


f 


量 

を 

計 

る 


ミ 十一 E V A V I^ S 




(2 M 


m 


に t て、 . 4 の數 値は, よ 9大にしてこ， ^!; 」-ょ9小なり、若し 

— m a 、 = J ?、 

と 置か ば 


-4 = 


一 Z 


t 


b 十 7?、， 一 V へ 


: E 


にして、 斯の 如くに して J . を JE 了の 程度まで 計る ことを 得た 9。 
今 任意に 7> なる 量を 與 ふるとき は、 アルキメデスの 法則に よりて 


: E 


5 

9 

〇- 


b v し 

t 

なる 如き 自然 數 6 は 必ず 存在す。 斯の 如く g を 定めた る 後 1^) 又ょ 2*) こょ 
て § を定 むる とき 




^ 卩 '一— ^ 十一 r 一一 〈 

^ A b 


: E 


八 
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を 得、 1 > の 程度まで J. を 計る ことを 得。 

是に 由り て考 ふるに、 ^ を 計る とは 石なる 單 位を 定め、 ^; の ^ ！ むる ^ 理 M 域 
に屬 せる 量 

一 Z 丨 i 匕 

t 

と JL とを ih 較す るに 外なら ず。 d 若し 此 有理區 域に 屬せば 、卽ち 苦し 



なる如き量 -!^ き存在せば、§ ^ を .1 の數値となす0單位 ^; と數値$厂との 
與 へられた ると き、 ^. なる 量は 一定な り。 若 L 又 ^ が 此有 理區 域に 屬せ ざる 
とき (i 、 to M 程 小な る量 7> を 豫め定 むる とも 

、一丨 十 卜 A 

又は HS Jy 丨、 一 < /> 

なる 如き 量 I T - 7 は 必ず ^ 在す。 然れ ども 此場合 には . 1 の數 値は S 了ょり 大、 
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k I 又は S - ナ より 小な り。 11; と 1 > との 與 へられた ると き、 上の 如き 傷 件に 適 八" 

j すべき 量 ^ は 限りなく 多く 存在せ り。 ^ は 未だ /!; 及び 5 下と 共に 一定せ 9 
I と 言 ふこ， とを 得ず。 

ュ | 玆に於 て か 次の 疑問を 生ず、 J 1; なる 定ま 9 たる 量より 倍加 及び 等分に よりて 

..•1. 

丨 | 一作り 得べき 量の 範圍卽 ち 所謂 /; の 有理區 域は 果してよ く 凡ての 量を 包括す る 
クー か、 或は 又 此範圍 に 含蓄せられ ざる 量は 實際 存在すべき か。 又 若し 此の 如き 量 
二 | にして 存在せば、 其數 値は 如何。 

の I (五) 

1 . 

法 I ユー クリ / は 二つ の 量の 公約を 定 むる 方法を 敎ふ 。此方 法は 現代の 數學に 於 
ても甚 重要なる 者に して、 ユーク リ / の 法式の 名を 以て 凡く g られた 90 
先づネ 為なる 二つの 量を 與ふ 、此 中の 一方 例へ ば ネが 他の 一方 為の 倍 量な 
る 場合 ? " h を 含む) は 最簡單 にして 辨 明を 要せず。 4 ; 若し 為よ 9 大に して、 
而も ふの 倍 量なら ず ば、 (四) に 於て 說 き /: る 如くに して 
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, s 、j ki.2 + -/1 ご ^ 2 

なる 如き 自然 數叫 及び 為なる 量を 定むる ことを 得、 ^ 為につ きて 同樣の 手 
續きを 行 ひ 

」2 = $ て 1:; + 」 1, L .1 A 」：" 

を 得、 次第 (: 斯の 如くに して、 一般に 

kl / へ = 'iv 乂 r .+l + 」， H .. 二 」 4.+2 〈 k.f/v t ( 一 ) 

を 得。 17 、‘ ょり 順次 減少す る 一定の 量の ^ 續き為 乂 、為 …… を 作る。 

さて 玆に 二つの 場合を 區 別すべし。 

第一、 此手續 きを 繼續 する こと 若千囘 にして 

AT \ d ih — l r ( 2 ) 

の 如き 關係竟 に 一度は 成立し、 ユ ークリ "ドの 法式 こ ゝに其 終 厨に 達する とき 
は、 ^ ふは 公約を 有し、 為は 卽ち其 最大 公約 量な り" 

實 . U も、 先づ⑵ にょ 9 て ふは 4 の 約 量な 9、 次 i : (2) に 先て る 


kh N —2 = 


A, 




J 


L f2 " (s/12 

を 得、 d の 亦べ の 約 量なる を 知る、 次第に 斯の 如く 遡り 行きて 竟 に' は …… 
A .1 の 約 量なる を 知る、‘ は 4 ふの 公約 量な り。 

JH 故に -* l, j には 公約 量 ぁ 9 其 一つを 7> と名づ くれば / > は 亦 為の 钓 S ハ Jli て 
又 ^ ふ •：… ▲の 約 量な り。 人は ぷ為の 公 釣 量に して， 4 i - の 公約 量は 必ず ふ 
の 約 量な 9。 是 4 :がネ 為の 最大 公約 量なる を 示せる に 非ず して 何ぞや 0 

第1一の場合は、ュ丨4リッドの法式の決して終局に達することなき、是なり0 
さて 


一 -* 卩 i* L 


i 


Kr 


I L il V 」 5 

にして、 又 > > 隨て芝 liv r If ' r , v +、 r , なる により 

^ • v ro 、 r .2 


ふ 
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是 故； 


隨て 


vfr 」： yfr > vfr 


Ir A 


iv 2 


tr M-1 




' r +l A 




又同樣 にして 


て A 一！ へ 


5 


m 


或は」〗 V 」」 なる により、 為 及び^! は 共に 4 -i! i より. 小な り。 

是 (: よ 9 て ^ 4 為、 為 …… は 順次 減少して、 究 まる 所な し。 IV を 如何 (: 小なる 
量な りと する も、 A は 附數れ の增大 するとき、 竟に Jk 

卜 CK - S ^' w ^0 ベ/*,...}。 

其 故 如何にと いふに、 先ヴ 


、一, 0 K V 




U) 


なる 如き 自然 數 "は ブル キ ノデ スの注 1IIJ によ •りて 必ず 存我す 。さて、 4-11 數" 
を 相 f; に 採りて 
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式法 の ド ッ リク ！ 


ユ 


㈤ 


となす ことを 得、 例へ ば 2 を 命 數 法の 基數 として ゾを 展開す ると き、 ダの 衧 
數 、若干、 此術數 を | 士せば 第二 章 (七) によりて 上の 不等式は 成立すべし。 
兀の與へられたるとき (4) に從てびを定め、次に (5) に從て2を定むれば 

/c v kk v/ L r 

r/ \ 2 ミ 

よりて 3 によりて 

1 . , ^ v 」 泛 二-: k r 、； 2 . 

1 ^ 4 へは 果して ./ 1: よりも 小な り.。 

斯の 如く <44 は漸次減少して究まる所なきが故 (: 、此第二の場合に於 
ては J .1 に 公約 ぁるを 得ず。 げ にも 假 に - -1, 為に 公約 ぁ 9 とせば、 其 一を / > と 
名 づけん v : 、 7> は 亦 i /; :…， の 約 量なら ざるを 得ず、 而も 為、 ふ …… は 漸次 咸少 
して 竟に 如 ^ なる 量より. も、 隨 て / > よ 9 も 小と なるべき が 故に、 i !: 不可 有 /) 

I 事に 屬せ り。 
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:4、 為に 公約 あるときは ユーク リブの 法式は 其 終局に 於て ふ ルの 最大 公約 量 

を 與 ふ、 ユ .1 クリク r の 法式 終局に 達せざる ときは ^, J , に 公約 ある ことなし。 

I 

| 然 りと 雖、 實際に 於て 4 為なる 二つの 量、 例へ ば 二つの 直線の 與 へられた る 

一時' 此方 法を 利用して 其 公約の 存否を 決定す る ことを 得ず。 何となら ば ふ 

I 為に 上述の 手續 きを 適用す る こと 若干 囘に して 未だ 終 rl に 達せ ざり しとす る 

I も、 興 竟に 終局に 達すべき や 否やは， 之に ょりて 決定す ベから ざれば なり。 凡 

| ての 場合に 於て、. 公約の 存否を 決定して 誤る 所な き 方法は 吾人 未だ 之 あるを 
I 知らず。 

i ( 六 ) 

I 公約な き 二つ の 量は 存在すべき かとの 疑問の 解決 竟に 如何。 ユ ー クリ 、 V の 法 
I 式は 公約 ある 場合に、 最大 公約を 與 ふ、 ユ ー クリ， y の 法式 終局に 達せざる を 
I 確め 得 ば， 公約の 存在せ ざるを 知るべし と雖 、ユ ー タリ/の 法式は 其 自身の 
| 竟 に 終結すべき や 否やを 敎ふる もの I': あらざる を 奈钶せ ん。 
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例 實の悬 二き な 約 公 


(六) 


ユ ー ク の 法式の 根據は (二) に 述べ /: る 量の 原則 (: あり 〇今飜 て此 原則を 
吟味せ は此原 切が 公約な き 二 量の 存否を 決定す る (: 足らざる を 梧ら も 0 
一有 理區域 以外に 量 ある や 否やは 姑ら く 措きて、 一有理 區域の 量の みに ^ 眼 
して、 之を 一 系統と なすに、 此 系統は ょく (二) の 諸 原則 {: 適合せ り。 (二) の 諸 
原則に 於て 「 量」 といへ る 語に 代 ふるに 「一有 理區 域の 量」 とい ふを 以てする と 
き、 此 等の 諸 原則は 盡く實 現せら るべ し。 有理區 域内の 二 量 必ず 比較し U げべ く、 
其 加 合は 常に 同一 有理區 域內に 於て 可能に して、 連續 に關 する 三つの 生 fl も 
亦 一有 理區 域內の 量の みに つきて 旣に 成立す。 

夫れ、 一有 理區 域の 量の みを 以てして 旣に (二) の 諸 原則を 充寶 すべし。 卽ち一 
有理區 域 以外に 量 あると 然ら ざるとは (二) の 原則の 與り 知らざる 所な 9。 公 

釣な き 二 量の 存否を 決定すべき 所以の 者は 此等の 原則 以外に 之を 求めざる ベ 
からず 0 

公約な き 二 量の 實例は 之を ユー クリッ K 幾何 學 ょり 學び 得べ し。 平方形の 一 § 
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と 其對角 線とは 公約な き 二つの M さなり といへ るは、 ユ！ クリ の 諸 定理の 
中最 有名なる 者の 一な 9。 

此 有名なる 定理の 證叨を 此處に 反復す る こと、 決して 其 所を 得ざる 者と fl ふ 
ベから ず。 此定理 はュ ー 汐 1 r 0 法式に 終結 ぁるを 確 知 I 得べき、 特別 0 場 
合と しても 亦 注意に 値す。 

ah を 一邊 とせる 平方形の 對角 線 ac の h に 於て nh " こ 二/なる 
點 b 7 を 定め、： 〇 より ac に 垂直に 5 . を 引きて、 d に 於て he を 
切らしむ。 


と 置かん に、 先づ > > > •さて 三角形の 二邊の 和は 他の 一邊 ょりも 大なる が 
故に 

ac へ a cr +L)c ル 2 • ah 

卽ち > 八 2 > 



議^^ ^ 凄 ; 1; 潑 ^■避； 1 ^轉0麗為智^^^凝愈繁^^^^邊讀 ^ ; !! 爲11譽#靈^^^ '£ 篇 




六 


公 

約 


き 


± 

量 

の 

實. 

例 


より-て/， 


L . 1 y L ’+ u ;, , i 、 r "n c r 、 


H cl> 8 db 十 cd . 

c 及び d にて 標 ぁる 二つの 角は 共に 半 直角なる が 故に ミ 
にて 標 ぁる 二つ の 角は 相等しき が 故に b、d H db ょりて db 
さて CC 3 は ムを 一邊 とせる 平方 尨の 對角 線なる が 故 {: 

2 > v : a v ぐ : r ' 


b 、 d _ 又 b 及び： ^ 

cb、 = L “ 


5 

30 


よ 9 て 


3 k w v 」 «c p- ccj + 」气 ;> 2 tu :5 

V 41> ==： 2 L -3 


丄 を一邊 とせる 平方形に 於て ふは、 為を 一邊 とせる 平方形に 於け るふと 同 li 
の 位置に ぁるが 故に、 J 『、 ふに つ' きて 同樣の 論法を 反復し 

" co k -l -f ^ 5 

を 得、 次第に 斯の 如くに して、 此 場合に 於て は ユーク リ / の 法式の 終错に 達 


1 


30 


M 

の 

連 


及 

無 

理 

數 

の 

起 

源 


す ^0 こと ^ きを 推知すべし。 

此 結果 ' (i 又 次の 如くに して 之を 說明 する ことを 得。 先づ B を 一邊 とせる 平方 
形の 對角 線を ^ とせば、 及を 一邊 とせる 平方形の 對角 線は、 级 なること 圖を 
一見して 明瞭な り。 假に r は 11; の 有理區 域に 屬せ 9 となし、 例へ ば g H 

なり とせば、 又 2 を = ならざる を 得ず。 故に 25 " 

隨て 


/I 

\ 

X 



H 


を 得。 さて斯 の 如き 有理數 r の 存在せ ざる ことは 次の 如くに 
して 之を 證 明すべし。 假に斯 の 如き 有理數 存在す とし、 之を 旣 約分 數とな して 
F V を 得た 9 とせば ^ = 2 气卽 ちがは がの 倍數な らざ るを 得ず、 而も ヴ隨 
て 又な は f と 素なる が 故に P は 2 の 約 數卽ち 1 又は 2 な^ \。 さて P は 1 
なること を将ざ る ことは 明な り。 若， 〇 P を 2 な 句と せ ば 3 = < {: 乙 ^ 如 可 
なる 整數の 平方 も 2 に 等しき を 得ず。 是 故に t == 2 なる 如き ^ 理數 f は ^ 
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小大 及 等 相の 比 


七 || 在す る ことなし。 

{七) 

ユーク リジの 比例 論は 數の觀 念の 歷史の 第一 頁を 飾りて 特に 異彩を 放つ。 讀 
者は、 其 嘗て 初等 幾何 學の 一節と して 相識れ る此 理論に、 算術を 榜標 せる 本書 
に 於て 再び 邂逅す ゐに驚 X こ 七な かるべ し。 •• 

此處に H V . ノン ッの字 旬を 忠實に 反復す るの 必要なし、 吾輩は ユ ー ク V / の 
比の 定義を 次の 如く 言 ひ 表は さんと す。 . • 

第 一定 華 ^ ； なる 二つ の 量の 與 へられた ると き、 g " を 二つ の 自然 ^ とな 
し、 1 及び | を 比較して 三つの 場合を 區 別す、 一に 日く、 一は 心 に 等し、 二、 
三に 日く“ は-ょりも 大叉は 小な 9。 或は 之を 換言して、 一に □く 丄 7/<. は ^ /7 
に 等し、 二、 三に 日く yl m ; は ょりも 大又は 小な り。 此三つ が 凡ての 場合を 
綱羅 せる ことは (二) の 第一 原則 © 保證 する 所な 9。 さて 第一の 場合に 於て は 
1/ 7? の此」： % は有理數をに等しといひ、第二、第三の場备に於ては」”ミ 
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は よりも 大又は 小な 9 とい ふ。 卽ち 

■ 

?1 AV S ミ卽ち f「 AV 中と : 11: ハに ：b AV s 

例 へば . -I を W を 一邊 とせる 平方形の 對角 線と なすと き、'." を 1 、 2 と なさ 
ば」 < 23 なる が 故に 

L i < 2 

又 1 、れを s ' 1 と なさ ば 2 、一 V ./- なる が 故に L i y 1 丨 

<v 

第 一 定義は ぐ 二士なる 者に、 有理数に 對 する 大小の 順序に 於て 一定の 位置を 
與ふ。 :W な/る 者には 本來 定まれ -o m 義 あるに あらず して、 吾輩の ユー クリク 
'I. 與に今 新に： 其 意義を 定めん とする ものなる が 故に、」： ミと 有理数 & の 大 
小の‘ 關 係は 自家撞着に 陷らヘ さる 限り、 隨意に 之を 定めて 不可 ある ことなし。 然 
れ ども 大小 相 等の 語には 旣に 慣用の 意義 あるが 故に、 此意義 に 協は ざる 凡て 
の 新 定義は 無益に して 有 ® なり。 玆に 於て 次の 三 點 につきて、 卜‘ 文の 笫 !: /£ 義 
を詮衡 する の 必要を 生ず。 


: m 


小 大及等 相の 比 


句 


m 

笑 


M 、 


なるとき 


S / ミ、： 

^r v M 、 なるとき 


iV <が なる 


き 


L . : .y/ 〇 

レ： J VV V 

/i< 


J, 


i z 
p 

一 n 
z. 

s 




同時 


•/:“ -. なり や、 

$、 


と 同時に 」： ，/>》 V u なり . や ' 


さ 


と 同時に 」： b < 


5、 
i > 、 


な 


第一、 


S 


S/ 




k l \ li 




n 、、 k 卜 V 』) “ ミ より‘ H S 、 M ; ? 一 n >?/ w * を：： $ 存| て 
1，、 (？ 一 ) H I 二 s fe ) 卽 ち，— 二 ^ と n s'u 

m! 


て ^ J JT vw n 




第二、 第三 類推す ベ 4 


4 、乃に 公約 ぁるときは、 第一 定義に ょりて」： b は 或 有理數 r に 等しく、 
(三) に 說 ける 意義に 隨て k = ミ > 又 若し 2 が 乃の 有理區 域に 屬 し」， こ. 7“ 
なる 如き 有理數 V にして 存在せば、 第一 定義に 從ひ て」“/ 、は 此有理 数， 
に 等し。 これ 當然 にして 無 奇なる 事實な り。 

飲れ ども ユー クリッ r は旣に 公約な き 二つの 量の 存在す るを 知れり ゴ . 7 >> に 公 
約な きとき は， 一:/、 の i:b は 如何。 此 場合 (: ぁりて は ^ 1 “ を 如何なる 自然 ® ( 
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となす とも ？ I - なること、 卽 ち/: ぐ ミを 如何なる 有 I 數とな すと も 
」 ： . た" r なること 決して あ^ s 得べ からざる. によ 9、 」 “ fe は 或は r より， 大 
に 或は ”より小なり 0 是故に」： >よ9小なる有理數を盡く甲の群に編入し、 
又」” fc より 大なる 有理數 を 盡く 乙の 群に 編入して、 凡ての 有 理數を 附 分す 
る ことを 得。 斯の 如く {: して」 i より 生 出 t る 有 理數內 の 切 斷は 次の 三條 
件を 充實 せり。 

一、 凡ての 有理數 (勿論 正の 有理數 、以下 同じ) は 必ず 甲乙 二 群の 中い づれか 一 
方に、 而も 唯一 方に のみ、' 屬 す。 

二、 甲に 屬する 有 II 數は 凡て 乙に 屬 する 有理數 よ 9 小な 9。 ： 

三、 甲に 屬 する 有理数の 中に 最大の 者な く、 乙に 屬 する 有 理數に 最小の 若な 
し 0 

笫三の外は辨明を要せざるべし、甲に屬せる有理數の中任惹に一個を採-9て 
之を？： と名づ くれば、 一： ^ V n 卽ち」 >5 55 さて」 1 n » と％ とこ ァシ 
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陷缺其 及 斷兩の 數理有 


I | ギノ デスの 法則を 適用して L - n さ V ハなる 如き 自然 數ハの 存在す へき 
-を 知る。 卽ち」 V (n 十-』 「j た ， 」 ： ji > ) にして, + 十なる 有理 
數は n より 大に して 而も仍 ほ 甲に 屬せ 是 {: よりて 申 0 有理數 に 最大 0 者 
あるを 得ざる を 知るべし。 乙に 屬 せる 有理数の 中に 最小の 者 あるを # ざる こ 
と、 亦同樣 にして 證明 せらるべし。 

斯の 如くに して 有理数の 範圍 に尙ほ t ps ' かる P 妒 1 : ^ 』”。ず 51 ' 說 0 ' がすボ 
各 處稠密 なりと 雖、 k 、 中に ル ム約か 1; 一 1一 里 ®' it' 、 二 J ;> m' て歡贫 すい にぎ V 、 き 
空隙を 存せ り。 

凡ての 比と 凡ての 有理数との 大小 相 等の 關 係は 第一 定義に よりて 旣に 定ま a 
り、 今 二つ の 此の 相 等 及び 大小の 意義を 定めん が 爲に 、ユー クリ / と共に 次 
の 定義を 立す。 

第二 定義、 广 >」 .; , ミ 共に 有 理數に 等しから ば、 此 等の 有理数の 相 等 大小に 
よりて 比の 相 等 大小を 定む 。二つの 比の 中 一方 例へ ば、 r : ミ. のみが 有理數 パ 
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に 等しから ば」，： » と X との 相 等 大小に よりて、 雨 比の 相 等 大小を 決す。 二 
つの 比が いづれ も 有理数に 等しから ず ば、 此等の 比の 與ふろ 有 理數切 斷の結 
果を比較すべし。甲、乙の語に代ふるに0〇を以てし、」： ^ より大又は小な 
る 有理数の 全體を それぞれ 0 X 7 又」 .: ミ より ■大 又は 小なる 存理數 との 全體 
を それぞれ b 、 u r と名づ く。 

さて こ > に 三つの 場合 あ 9。 

(H 」 ： b ： 一^は 同一の 切 斷を與 ふ、 卽ち 久ぴ隨て又灯びは全く同一の有 
理數 より 成る。 此場合 には」： b と」、： ii 、 とを 泪等 しとな す。 
k : ゎ と Ki .: Jr とが 同一の 切 斷を與 へざる ときは、 0、 0 , 隨て又 ^ 、びは相異 
なり。 

1 J 〇 は 0^ に 屬せざ る 有理數 {こを 含む。 此 場合には 0 ; に屬せ る苻 理數 は盡 
く 〇に屬 せり。 げ にも、 r は b に屬せ ず、 隨て r は b {: 屬せ るが 故に' びの 
有理数は 盡く r より 大 なり、 さて r は 旣 に 〇 に 屬せ るが 故に、 r より 大なる 


比 

の 

相 

等 

及 

犬 

小 


有 ■ は 盡 く © に屬 百。 是 故に， U は U に屬せ f 有讓 ( こを 含み 、 U , , 
屬 せる 有 理數 は盡 く T/ に 屬す。 」、 ： 7 i、 > >. V U 1 : 

12 1 〇 は 〇 に 屬せ •さる 有堙數 9 ) を 含む。 此 場合には 〇 は の 一部分、 は 


の j 部分に. して 」 ： ミ > t V 、 ： 一 i 
jj の 場合には L : te を， 一 、： te 
より-^ とな^ 5 SO 


よ 9 小と なし、 三の 場合には」： h を」、：/;、 


一一 J ( H は 凡ての 場合を 網羅せ り、 此 等の 場合に 於け る 有 理數雨 斷の次 ロ ルは 次 
の圖 によりて 說明 せらるべし 


〇 


17 


3 


17 




O U 


U 


㈢ 


〇 . U 


, 0 ' 


U 


> 


ず n 


丨定 r る 大づ相 等 S 義に つきても、 亦 次 q 諸 點を雲 せざる ベから 


」 ： Jr 、1、 ： 7i 、 ， 」. ： 7 r 」、、 ： 7 i 、、 と 同時に」、‘ こ，、“ ミ 


、なり や、 


八 


源 起の 數理無 及性續 連の 量 


314 


J : な V ： ト ゾ 」 .: ち > 」 „: ミ、 と 同時に、 一 : /i V 」、 .: 与な 9 や" 

」 ： 5 < 」 .: li 、 ， 」 .: Ji 、 A yi 、、 ： 与、 と ^ 時 二」： 7>- < : _7>ミ なり や、 

或は 此 最後の 一問に 代 ふるに 次のを 以てすべ し、 

J . : .7? > 、 一 .; な、 と 同 寺に」、： Ji 、 < : b なり や。 

例へ ば 第二の 問に 答 へんと する に、 先づ 」 t V L 、 ：な、 なりと いふは」” h 
V 'r V 」.、 ： ゎ、 なる 如き 有理數 r の 存在す るを いふに 外なら ず、 又」 .: $ V 
S : J ?、、 は .1、 ： 与 > ' > , i 、、 ：与、 なる 如き 有理数 X の 存在を 保證 す。 さて 
V .1、 ： iw 、， 」、 ： Jw 、 > t よ 9 s V t を 知り、 一 :. Ji V ク そ V 乂 よ 第 
1定義によ9て」"ゎ>'を知る、之を'>」、、：与 と倂 せ考 へて 果して 
」 ： u V 、1: 与、 なる を 確む。 其 他 類推すべし。 

斯の 如くに して 凡ての 場合に 於て 二つ の 比の 相 等、 大小を 定 むる ことを 得た 
V 刀 が 公約な き 場合に 於け る」」 5 なる 比の 値は、 卽ち 吾輩の これより 說明 
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小 大及等 相の Jfc 


(七) 


せんとす る 無疆に 外なら ず。 ユ j クリ .ぶ 比の 產 ょり 無理 數 の觀舍 N 
達する _ r _ 一擧手 一投足 のみ。 ユー クリッ ドの 比例 論は 實質に 於て、 現代 
數學に 於け る數 の觀舍 凡ての 要素を 具へ たり。 数の 觀 念の 完成と ュ| クリク 
r 比例 論との 間に、 歷史が 二 干 載の 空隙を 示せる こと、 今にして 之を 想へ ズ、 

實に奇 異な f 謂 ふべ し。 事實を 知る は 易し、 其價 値を 批判す るは il し。 f 
唯 立脚 點の昂 上に ぁ 9。 . 

K ) 

(二) に 擧げた る 原則の 未だ 量の 特性を 盡さ .、るを 指摘せ る 後、 而 して 此缺陷 を 
補修す るに 先ち、 蘿に 於て 古希 臘 時代に 於け る 比の 觀念 を屋 したる は、 以 
て 現 時に 於け る數 の 觀念の 由 る 所を 明に せんと 欲せる に 外なら ず。 

吾 ノの所 ，4 一里に}^ 續の 性質 ぁり、 而 して (二) に擧 げたる 量の 連 續に關 する 性質 
は， 未だ 其特 徵を盡 くさず、 此缺陷 は 何處に か 伏在せ る。 

抽象的の 量を 表は すに、 裏 e 長 f 以てし、 更に 一 層 明瞭— 形象を 技ん が 
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爲に 、長さを 直線 上の點 に對照 达ん とす。 〇 なる 點に 始まり. て、 限りなく 一方 
(': 延長せ る逭 線を 考へ 、或る 一定の 長さ . 4 を 探り OP を 此長 さ (: 等 

• (? しくして、 2> 點を 定め、 以て . 1 なる 長さを、 尸な る 點に 對照寸 /。 斯 

7 > 

• の 如くに して 個々 の 長さと 此 直線 上の 個々 の點 とを 配合 するとき 
P 

为 は、 各の 長さは 或る 定まりた る點 によりて 表は され' 又 各の 點は或 
る 定まりた る 長さを 表は L 且つ 長さの 大小は 之を 表は せる 點の位 
〇 置の 左右に よ. りて 定まる。 量に 連續の 性質 ぁりと いふは、 直線 上の 
點は 連續 せりと いふに 異ならず 。直線 上の 點連續 せりと いふ ことは、 明確に I 
て 動かすべからざる の觀 ありと 雖 、さて 此連續 といへ る觀 念を 分析して、 之を 
最も 明白なる 言辭に 表は さん ことは 甚だ 難し。 

直線 上に 於て、 例へ ば P より 0 に 移らん とするとき は p 、 ( i の 中間の 諸點を 
盡く 通過せ ざるべ からず、 此等 の點は P よ 9 Q に 達すべき 徑路を 組成し、 其 
間何處 にも 斷絕ぁ る ことなし。 分布の 稠密と レ ふことは、 畢竟 如 作なる 二點の 




連 

續 

i 

i 

If— 

何 

ぞ 

や 
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中間に も 限— く 多くの 點— べきを 警 する もの なれば、 此 原？ こ 見ち 
の 着を 表明して 餘 f きが 如 I 。 然れ ど— 實 際然ら ざる を覺 る こと^ 

な 幻。 

今 直線 J 隨意の 一？ を 除き 去りたり とせよ、® へば、 理想的 最銳 利の ナィ 
プを以 A L 於て 此 直線を 切りたり とせよ、 卽ち此 切り目に 幅な しと 考 へよ、 
斯の 如くに して 直線 上 點の績 は破壤 せらる。 然れ ども 如何なる 二點の 中間 
にも 学 第三 S ま. 1 條 件は、 its にも、 仍ほ —として 
充實 せらる， ，にぁらず や。 是 分布の 稠密は 未塞續 とい ふことの— たる こ 
足らざる を 證 する 者な り。 

連續 の觀含 白なる が 如くに して、 實は 然ら ず。 此 微妙な— 念を 靈し 一」、 
之に 蔽ふ 所な き 光明を 與 へたる は デ.、 キン ドの 功績に 歸す 。デ.、 キン ド 
一の 1 義を 定め て 日く、 
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( 7)0 雾客 いい r い》 露へ ぎ 家 1 客で 1 4 い# 1 S 
限 9 伊在す。 

卽ち こ、 に 謂 ふ 所の II 線の 雨斷は 次の 性質を 具へ たり。 

一、 II 線 上の 凡ての 點は 必ず 甲 又は 乙の 中 いづれ か 一方、 而も 唯一 方 (: のみ、 
屬 す。 

二、 甲に 屬す る點 は盡く 乙に 屬 する 點の左 方に あり。 

三、 斯の 如くす ると きは 甲に 屬 する 點 の中最 右に 位する 者 唯一 個 あるか' 或 
は 乙に 屬 する 點の中 最左に 位する. 者、 唯一 倔 あるか、 何れ か 其 一に 居らざる 
を 得ず。 上文に 所謂、 直線を 雨 分す る點 とは 之を 云 ふなり。 

II - 線に 此の 如き兩 斷を施 こし 得べき ことは、 何人も 首肯す る 所なる べし、 然れ 
ども 「我 讀 者の 多数は 連續の 秘密が 平凡 此の 如きに 過ぎず と、 聽 きて ^ 外の 感 
に 打たる > ならん」 とは デぐ. キン ドの 危惧せ る 所な りき。 彼は 更に 語を 繼ぎて 
言 へらぐ、 「人 若し 上文の 原則を 明白に して、 少しも 直綠な る ものに 對 する 自 
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義定の ドン キ V ， デ 


(八) 


一一 m 棒る 所 心ぃ ぃ 心 ざ‘鏊 とい 擎 や。 落 Qim か 

| 原 貝の 果して 正當 なるや 否やを 證明 t る こと 能 心す、！^ い t か^, ルい 賢、 か 〇 

得べ からざる 事に 屬すれ ばな り」 と。 讀者請 ふ 深く 此語を 翫味 せょ。 芯し 或は 
I 此 原則の 正否を 論證 せんと 欲する 7) 誘惑を 感ぜ ば、 先 づ抑： 證明 とは 如何なる 
事なる かを 想へ。 證明 なきは 能は ざるに 非ず、 能 ふ 可らざる な SS 。 

デ*、 キン ドの 法則に 準據 して、 一の 有 理區域 か 果して 凡ての 量を 網羅せ— 
否やを 批判す ると きは 最透 徹せる 解答を 得 0 

一の 有 置 域に 屬 せる 凡ての 量を 兩 分して 之— 乙の 二 群と なし、 甲の 量を 
して 盡く乙 の 量ょり 小なら L め、 而も 甲に 最大の 量な く、 乙に 最小の 量な から 
しむる を 得べき ことは、’ 旣に說 きたる 所な 9。 然るに 凡ての 量の 醫內に 於 
ては、 斯の 如き 兩 分に 件 ひて 必ず 甲に 最大の 誉 るか 又は 乙に 最小の 量 ぁる 
を 要する が 故に、 一の 有 理區域 以外に 尙ほ 量な， きを 得ず。 

デ •、キン F の 法則に 於け る 第三 條 件と (七) の 切斷の 第三險 件と 正反對 なるこ 


源 起 0 數理無 反性續 連の 量 
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と、 實に 問題の 要點な り。 

分布の 稠密なる こと、 等分の 可能なる こと' 此 等は 凡て 量の 連續 に關 せる 性質 
にして 而も 未だ 連 續の特 徵を盡 さず。 此 等の 事實は 實際盡 く 連續の 法則の 中 
に 含蓄 せらる、 こと、 後 章に 至て 自ら 明 臼なる べし。. 

.(九 > 

凡ての 量に 数値を 與へん と 欲せば、 有理数の みを 以て 之を 辨ず’ へからず。 足に 
於て 有理数 以外 新に 數を 作る の 必要を 生ず。 斯の新 敷は 卽ち無 理數な り'。 

所謂 独 象 的の 量と、 有理無 理の ぁらゆる 數 (正 數) とは、 其 內容に 於て 異なる 所 
ぁるべ からず。 數は ょく 凡ての 量の 數 値を 供給すべし。 

然 れ ども 吾人は 又 凡ての 量に 數値を 與ふべ しとの 此 要求を 充實 せる 上、 更に 
一歩を 進めて 量の 數値た 9 得ざる 數を も考へ 得べき 自由を 有する こと 論な し。 
例へ ば 〇 の 如し、 量の 本来の 觀念に 固着 するとき は、 〇 は 量の 数値と して 用 
なき 數な 9。 然れ ども 數の 系統の 統一 及び 其の 法則の 調和の 爲 には 〇 は缺く 
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則 


原 の 


數 


(八) 


V からず。 

A 々の 量と l ii 線 J の 似々 の 點と を對 照せ しむる ときは (前節の 阓を 看ょ) 卜 111 
線 上の 各* の點は 必ず 或 量を 代表せ 9。 唯 其 左端の 一點 〇 は 則ち 然ら ず。 ® 線 
上の 各： の 點を其 代表せ る 量の 數値に 對照 すれば、 個々 の點 は 個々 の 數に 配合 
せらる、 零なる 數は 〇 なる 點に 配合 せらる >もの と考 ふること を n r . f ベ LO 
抽象的 量の 性質は 又 數の盡 く 具 ふる 所な り、 〇 を 包括せ る數の 範圍內 (': 於て 
次の 諸 原則 成立す。 - 

兔一 .二つの ： IX は 比較し 得. へし、 其の 結果は 相 等、 大小の 三 ^ を 出で ず。 數に 
广個 最小の 者 ぁり、 〇 卽ち是 なり。 

第二、 敷には 組み合は せ 及び 交換の 法則に 遂 へる 加法を 施す ことを き、 其吉 
果 唯一な り。。 の 加法は ミ G " 。 にょりて 定 f 加法と 大小との 關 係は 
V 、> 、と 3 + 、> v ,, + ,、 との 相隨 件すべし とい ふに 盡く 。加法の 轉倒一 减法一 
は 其 可能なる 限り、 唯 一 の 結果を 與 ふ。 




上 : 1 -f .^ t し yy デ .' •l -¥ ;r ^. q ?t =^d 4 5 if — .-i: *v JI^A 在冲， r -'r 

!. ■■• •!• •• •• .. .: . •• :. - .• . . . 1.: • f- ザ 
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第三、 數の全 範圍に 連續 ぁり。 卽ち 凡ての 數を O U 0 二 群に 分ち > G に M t 
る數 をして 凡て U に屬 する 數よ り大 ならしむ ると きは、 〇 に 最小の ® I ぁるか、 
或は U に 最大の 數 ぁるか、 二者い づれか 其 一に 语ら ざるを 得ず。 

吾人は 連續の 法則を 基礎と して、 次章に 於て 無理数の 性質を 閫 明 せんと t L 
文擧 ぐる 所の 原則は、 完全に 數の觀 念を 定 むる ものにして， 此 意義に 於て、 tt 
に 「數」 の 定義な りと いふべ し。 第三 章に 於て 整 數の諸 性 ^ を 根本的の 原則よ 
り演釋 せる， と 同一の 順序に よりて . h 述の諸 原則より 一般の 數の諸 性質を 秩 
序 的に 導き出さん ことは、 蓋し 數學に 於て 論理の 嚴密を 愛好す る讀者 の 最も 
趣味 あるを 覺吵 べき 問題な り。 然れ ども 吾人は 後條に 於て 唯 漣賴 とい， 1 こと 
の意義の實質的に確實に了解せられんことを期望するに來まり_、卽ち |!1] 題の 
最 重要なる 一點 を解釋 して、 其 他は 之を 餘裕 ぁる 讀 者の 敷衍に 一任 せんと 欲 
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數の 〈多ぐな！） 限 


第 九 章 無理 數 

限りなく 多く 0 數 、上限 及 下限 〇 基本 定理 0 稠密なる 分布、 等分 ® 可能、 アルキメデスの 
法則は 凡て iis - 法則に 含蓄 せらる 〇有 理數の 兩斷と 無理 數〇 無理 數の 展開. 無限小 數の 
意義 〇量 を 計る こと 及其數 値の . S 開 〇展 開せられ たる 數の 大小の 比較、 展開の 唯； なるこ 
と〇 無理 數の 加法 及 其 性質 C 加法の 近似 的 演算 〇 比例 {: 關する 定理、 比例式 解法、 乘法及 
除法の 意義 0 乘法及 除法の 性質 〇 負 數 

(一) 

限りなく 多くの 數の與 へられた る 時は、 其 中に 一個 最大 又は 最小の 者 存允す 
るを 必すべ からず。 此 微妙なる 事實は 常識を 以て 補捉し 難き 所な a ども， 数 g 
，に 於て 頗る 重要なる 意義を 有せり。 抑 4 限りなく 多し」 とは、 吾人の 實在界 に 
於て 決して 遭遇せ ざる 所な り。 吾人は 「甚だ 多し」 とい ふこと を 經驗 I 得べ 1 C 
限り. なく 多し とい ふは、 唯 思想界に 於ての みあり 得べき ことなり。 是 故こ肢 F 1 I 


3 


無 


理 


數 


とい ふこと につきて は往 々一見 常識に 反せる の 觀を吊 する 事實に 遭遇す る こ 
と、 實に止 むを 得ざる 所な り 0 

限9なく多くの物を考ふといふこと 0 惹義、 1111 , ^:1 に理 ^ せられざる可らず。限 
りなく 多くの 物を 考 ふとは 雜 然として 隨怠に 種々 の 物を 思 ふの fl にあらず し 
て、 一定の 限界 ある、 物の 一 系統を 考 ふるな り、 唯此 系統を 組成せ る 物の 数に 
限な きのみ。 卽ち或 物が 今 考 へつ 3 ある 所の 系統に 屬せ るか、 或は M せざる か 
を定 むべ. き 一定の 照準 存在す るを 要す。 此照 準は 場合にょり. て栈々 に ^ なる 
を将 べき こと 論な し。 洌へば 凡ての 整數を 考 ふるとき は、 吾人は 限りなく 多く 
の 物を 考ふ とは 雖 、此 等の 物は 全體に 於て、 一定して 動かすべからず。 1 を 採 
9 2 を 採る、 1 2 を 採らず、 1 3-' を 採らず、 今考 へつ、 ある 物に 一定の 限界 あ 
りと いふは 此惹 なり。 或は 凡ての 素數を 考 ふるとき 亦然 り。 如何なる 数 も # 数 
なるか、或は素數ならざるか、何れか一なり。素數は今考ふる所の系統に嵐し、 
素數 ならざる 數は 之に 屬せ ず。 吾人の 考 ふる 所の 物に 定ま a る 限界 あり。 或は 
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最 

小 


5 

2 

〇〇 


一又 2よ9大にして0〇より小なる凡ての有理數を考ふ、又は1より小なる凡 

ての 有限 小數 を考ふ 、又は 循環 位 數二個 なる 凡ての 循環 小數 を考ふ 。考ふ る 所 

の 物の 數 (: 限な しと 雖、 考 ふる 所の 物の 限界は 一定して 動かすべからず 。 

さて 胃 頭に 言へ る 事 ®: に 返らん。 定まれる 數の 一組を 考ふ ると さ 、 : tt ハ 中に 最 卜、 

の 者 ありとは' 次の 二條 件を 充實 すべき 數パの 存在す るを 言 ふ、 第 r t # へ 

つ > ある 所の 數の 中に" より 大なる もの 一 も 花る ことな L 、 第二、" b い t 

自ら も 亦 4 "考ふ る 所の 數の 一組 (■: 屬せり 、とい ふこと 是な 9。 最小の 場合 も 亦 
同じ。 / 

考 ふる 所の 數が 唯# 個に 止まれる ときは、 其 中に 必ず 最大 又は 最小の ff あり 。 
例へ ば 其 最大の 者を 得ん と 欲せば、 次の 如くすべし。 先 づ今考 ふる 所の " M 
の 数の 一組を N と名づ く。 ~ の 中よ 9 任 ; i に 一つの 數”を 採 9出 すと き、 0 
若し 殘れる = — 一 個の 數の いづれ よりも 大な ると きは びは 卽ちぺ の 諸 數の 
中 最大なる 者な 9。若し然らずば殘れるミ|1個の數の中 (: "よ9大なる者 


存在す。 此 場合には •此 等の？— 一個の 數を 一括して 之を ベと 名づ く。 ，へ に 最 
大の數 あら ば、 そは 又 ~ の 最大の 數な り。 斯 0 如くに して h 個の 數の中 最大 
なる 者を 求む る手續 きは、 ミ— 一個の 數の 場合に 歸 名 す。 さて 唯 二 個の 數の與 
へら a たると き、 其 中に 最大なる 数 ある こと 分明なる が 故に、 數學 的歸納 法に 
よりて、# が 如何なる 數な りと も' 最大の 存在は 證明 せられ /: り。 

こ、 に U が 如何なる 數 なりと も」 といへ るは、 「 S を 組成せ る數限 9 なく 多く 
とも」 とい ふこと、 同一に あらざる に 注意 t べし。 「"が 如何なる 數な りと も i 
とぼ「~を紅腚 €- る敉の紋に隈り-6ろ凡ての場合に於て」といふの礙なり。 

S が 2 個の 數よ Q 成れる 場合には メ (': 最大の 數 あり.。 よりて h の 論法 により 
て ゞ が 3 個の 數 より 成れる 場合に も 亦 最大の 數 あるべき を 知る。 ~ が 3 俩 
の數 より 成れる 場合に 最大の 存在すべき を 知ら ば、 再び 同樣の 論法に よりて 
~ が 4 個の 数より 成れる 場合に 移る。 然れ ども斯 の 如き 徑行に よりて f が 餵 
限に 多くの 數 より 成れる 場合には、 決して 到達 t る ことを - fl ず。 
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例實 きな 小 最大 最 


| 無限に 多くの 敷の 與 へられた る 時、 K 中に 最大 又は 最小の 者 あるを 必すく か 
| ら さるを 知らん と 欲せば、 最大の 存在せ ざる 場合の 唯一 個の 寶冽を 擧 ぐるを 
I 以て 足れり. とす V し。 例へ ばは を 以て _然数 を 表は し 一—」 卽ち f 一 の 
如き 数の 全體を 考へ 、之を 一括して X ; こ名づ くるに X は 無限に 多くの 數よ y 
成 rl る， 而も 一定の 限界を 有する 數の一 系統な り。 〇, > , co.to , _ , ::: 等は t 
系統に 屬す 。十- す 11 等は 然ら ず。. さて： c に 最大 S あるか。、 の 中より 
女 何なる 一つの 數を ■採る とも、〜 の 中には 尙ほ之 よ 9 も大な る 数 あり。 例 、 X 
一:. - i は、 に屬 せり、 然れ ども 一— 一 も 亦、 に屬 して、 而も】—】 よ 
りナ なり是 故に < に 最大の 數 あるを ^ ず。 i は X の 凡ての 數 より 大な I ど 
1 丨-丨 J & せず Ifli ‘ >: - なる 如き 自然 數存在 せ ざれば なり。 

、が #/ 限に 多くの、 定まる 數の一 系統なる ときは、： ^ に 最大 又は 最小の 數あ 
る こと あるべ しと 雖 、最大 又は 最小の 數 なき 場合 も 亦 之 ある こと、 上の 一列 (: 
よりて 確め られた 9。 更に 一個の 冽を 加 へん、 1 よりたなる 凡ての 分数を 一斤 


32S II I て 之を、 と名づ くれば、 5 に 最小の 數な し。 1 より 如 ^ 〇 い !" o° 凡ての 數を 
一括して- \ J を N となせば、 N には 最小の 數あ 9 、1卽 ち是 なり。 前の势 合に て 
一は 1 は 5 に 屬せず へ 後の 場合に ては 1 は パに 屬せ るに 注 益すべし。 

無 j 一 最大、 最小 {: 似て 而 して 非なる を H、 TO KO とす。〆 なる 一組の 數の與 へられ 
(たると きメの 上限とは 次の 二條 件を 充實 すべき 数 スを謂 ふ 0 
I 第一、 ~ に屬せ る數に して ノ より 大 なる ^ 一 も存 がせず。 

理 I 一 第二，；“ より 小なる 數ガを 如何に 採る とも、 パに 屬せ る數 にして y より ^ 
I : なる 者 必ず 存 液す。 * 

: 下限の 場合には 大小の 語を 轉倒 すべし。 此處に . > か ，い‘ レ^! - > いい 默 
數 一とは 措て 問は ず/の 諸 數を以 て窮 りなく 其 卜下限に接近することを外然れ 
一 ども‘： c の 諸數は 決して :. H (卜 限を 超ぇず、 叉 : H :. 下限を 下らず。 
|最大又は最小の存布する場合には、こは卽ち上限又は下限なり 0 然れども.じ !1 、 
九 下限は 必す L も 最大 又は 最小に あらず。，/ が 5 に M するとき は、 2 は ^ 大乂 
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上|: 

限 一 
及 

下 

限 


、なる 如き 


, 1 


30 二 nu」 


は 最パな りンが N に屬 せざる ときは〜 に 最大 又は 最小な し。 
f 出の 例に つきて 說明 せんに、 先づ： C を 一 i ... の 如き 分數の 全 禮とな す 

I は、、 に 最大 ！。 i 5 の卜 ：限爹 。げ に— 11 T より 大な 

る ものな し、 X パを 1より小なる數なりとせ文】〉一_!1 /V 
自然 數从は 必ず 存在す、 例へ ば \ i ). 9 0 999 とせば 一—： 一 
…… 等は Y < の 數 にして V より 大な り。 

S の 最小" 隨て V , の 下限は 〇 なり 〇 

又： C は 1 より 犬なる 凡ての 數 より 成れり とせば、 X に 最小な し。 I は 5 の 下 
限な 9 ^» が1 より 小なら ざる 凡ての 數 より 成れる ときは， V の 最小、 造て、 
の 下限は 卽ち 1 な 9。 

正の 有疆に 最小な し、 〇 は 甘： (下限な り。 貢の 有理数に 最大な 乙、 〇 II 
な 9。 最大 最小と h 限 下限との 區別は 煩瑣なる に 似たり と雖 、此等 の觀念 は 前 
にも 言へ る 如く 現代 数 學に於 て 重要なる 益 義を有 す。 こ、 は 隹 此 觀念を n 
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晰に說 明せ んが爲 に、 最 卑近なる 例を 採れるな ，9。 

(二) 

上限 下限の 語を 說明 せる 後、 進みて 次の 定理を 證明 .せんとす。 

| 限りなく 多くの 定ま 9たる數の一 |1 © 與へられ亡るとき、苦し此1亂の败 
一 が 盡く 、或 一定の 数び よ 9 小なる ときは" 此 一組の 數は びより 大なら ざる 
k 限を 有す。 

若し 又此 一組の 數が盡 く 或 定まり /: る數 むより 大な ると きは、 此一 組には 

ゐ より 小なら ざる 下限 あり。 

此 定理は 賞 31' 數の範 圍內に ては 必ずしも 成立せ ず。 之を 證明 する には 連續の 
I 法則を 根據 とせざる ベから ず。 こ" には 第一の 場合の みを 論ぜん、 第二の 場合 
I も 其 趣 異なる ことなし。 

| 先づ與 へられた る 一組の 數を S と名づ く。 今 任意に 或數 。を 採りて 考 ふるに、 
一玆に 二つ の 場合 ぁ 9。 郁ち テは 5 の 如何なる 數 よりも 大な るか、 然らず ば 5 


上 

下 

限 

の 

基 

本 

定 

铿 
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の數 にして。 より 小なら ざる 者 存在す。 第一の 場合には 二を 〇 に 編\ し、 第 
二の 場合には it を u i : 投じ、 以て 凡ての 數を 0 11 の二群に分つことを ^|* 。斯 
く するとき は 如何なる 數も〇 又は U の いづれ か 唯一 方に 屬 し、 叉 e に屬せ 
る數 は、 盡く U に屬 せ ^ 數 よりも 大な り。 是 故に 連 續の去 則に よりて、 〇こ最 
小の 數 あろ か、 又は U に 最大の 数 あるか、 いづれ か 一なら ざるを 将ず。 いづ L 
にしても、 卽ち びは 〇 の 最小の 數な りと する も、 又は U の 最大の 數な りと す 
る も、 ヴは ~ の 卜： 限な り。 之を 證する こと 次の 如し。 

先つ O U の 構成 h 、 ~ の 諸 數の盡 く IT に 包括 せらる，， こと 明白な り。 ^ 、 し U 
に 最大の 数 あら ば、 此數 びは 又 ~ の 最大の 數なり 0 げに も" は IJ (: M せる が 
故に、 パの 數の 中び より 大なる 者 又はび に 等しき 者 必ず あるべし。 さて 實祭 
、にはび より 大 なる 數 なし、 何となら ば 若し J を、 の數に して" より 大な 
る 者な り とせば、 S は 又 IJ に屬 し、 隨て びは U の 最大の 數な るを 得ざる ベけ 
れはな 9。是故14~の諸數の中にびに等しき者なかるべからず、衍も又〜こ 
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は ヴ ■より 大な る數 なきが 故 に、 びは 卽 ち ~ の 最大の 數 なり 
又" が 〇 の 最小の 數な ると きは、 びは 〇 に屬 する が 故にべ. の 諸 敷の 中" よ 
り' 大 なる -# j あるこ^^ な/〕、 今 s ^ 以 てグより小なる ^ ^^な ^ と^^は川 
は U に屬 し、 隨て N の 諸 數の中 5 より 小なら ざる ^ 必ずな かるべ からす、 而 
も 實際メ の 諸 數の中 S より 犬なる 者 必ず あり/ げに も ^ し X の 諸 数に して 
盡く 5 を 超ぇず ば S は ~ の 最大の 数 {■: して i / f より. 大なる 數は盡 く 〇に屬 し、 
隨て〇 に 最小の 數 あるを 栉ざ るべき な 9。 卽ち びは 第一 V ： の 凡ての 數 より 
も大 にして、 又 第二に" より 小なる 數 s とびとの 中 問には 、に M せる 數を 
容れ た. 9。 是故に びは V, の 卜； 限な り。 

グが U の 最大の 數な ると きは、" は 卽 ち， 《の れ限にして同時に~の最大な 
9 。 又び が 〇 の 最小の 數 なるとき は" ダは N の h 限に して 此場 合には N に 最 
大な し" 

N の ; i ての 數 より 大 なりと I ふ" なる 數は 〇 に 屬 せる が 故に、" は 凡ての 場 


L\ $ l^ v% l^ , l\c. ご 一 vv 


一 || 合に 於て 11 なること— ず。 凡て—、 u の 二 群に 分つ、 1 
j といへ る こと、 實は a なる 數の 存在を 根據 とせり。 . 

| f の 外に 各の 上限な きこと 明白な り。 冽へ ば めを以 て If る數 な. 9 
41 に、" にして 19 小なら ば 仏 は U に屬 し、 且 f rl 
なる 者 存在す る’— に、 5 は旣に h 限の 第一 條 件を も 充實せ ず。 又 仏に して 
1 り大 ならば， 《の 諸 數の中 I り大 なる 者な きに ょり、"： は 卜— 第 •二 
條 件を 充實 せず。 卽 ち“ と 異なる 數は ゞ の L 限と して〃 と幷立 する こ| 

得ず。 如何なる 場合に 於ても b 限、 下限は 假令 存在す とも、 必ず 难こ P パる 
c f )0 f 


上 

下 

限 

の 

基 

本 

定 


理 


きな. 


3 

3 

3 


下限の 場合に つきて、 卜 1 1 こと、 卜 •下 曝 及び 最大 心の If 
觀 念を 獲得す るに 絕好の 練習た るべ し。 

伎へは 其 平方 2 を 超えざる 凡ての 有理数を 以て. メを 組成す るに、 X の 渚 教 
は いづれ も 例へ ば— ょり 小な り。 是 故に. グは f を 超えざる 卜- 艮— す。 
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一一 (此 k 限は 有理数に ぁらず。) o 、 u が 連 續の法 則に 謂 ふ 所の 數の 刚斷 なるとき 
II は、 〇 に 最小の 數ぁ らば、 そは IJ の h 限に して、 又 U に 最大の 數ぁら ば、 そは 

一 i • 

| 〇 の 下限な り。 

一 {三) . 

|| 分布の 稠密なる こと、 等分の 可能なる こと、 及び ァル キノ デスの 法則、 此等は 
一一 數の連 續に關 係せ る 性質な りと 雖も 、未だ 連 續の眞 相を 悉さ > る ものなる こ 
理 || とは 旣に 指摘せ る 所な 9。 4 飜て此 等の 諸 性質の 盡く 連續の 法 ] 1 '] の 中に 含蓄 
せらる A を 辯 ぜんとす。 

| 一、' みが 相 異なる 二つ の 數な ると きは、" み © 中間に 笕三 の數 必ず 存布す 。 

| 證 、■へ ゎは 相 異なる が 故に 第 一 原則 一により て、 其 中 一は 他の 一より 大な A 
一例へ ばび をみ よ り大な りと なすに、 ^ にび より 小に L L 6 より 大な る數な 

平 . 

| しとせば、 次の 如くに して 自家 撞养の 結論を 生ず。 び 及び" よ 9 大なる 凡て 

ii 

li の 數を〇 に 編し、 み 及びみ より 小なる 凡ての 數を !! (•: 編 するとき、' むの 
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則 法の スデ メキ， ア及布 分るな 密稠 


(三} 


TP 間に 第 憂 基れ T なせる が 故 U 、 。 ビ货翁 に 於て 凡ての 數 を綱羅 

し、 且 〇 e 數は 凡て & の 數 よ9 大な 分。 然るに" は。 の 最小の 數 にして、 同 
時に 又" は q 最大の 數 f 。 是連續 の 篇と 相容れ ざる 所な 9。 

二、ァルキ 0 デスの法則、作若しみより大ならば6を幾囘か加へ合はせて、 
竟 に“ より 大な る數に 達する ことを Ha 。 

，を ^ 囘か力 へ 合は せて 作 5\得べき數卽ちゐの倍數み > 讲 を 一括して 之 

を.：. と名ヴ く〇ァ ルキノ デスの 法則を 否認す るは、 X の 諸數盡 く" を 超えず 
と isr する に 異ならず。 若し 果して 然らば 〆 にはで 9 大なら ざる 卜‘ 艮 あり.、 
之を ダと 名づ く。 さて 上限の 第二 條件に よりて々！、、 なる 數 よりも 小なら ざ 
る费 、の tr にな かるへから ず、 例へ ば. ミ > / s I 、、 となす に {= + ご e s 
よ— 確に (ミ 2. W > >、、 にして、 而も是 "の 囊 に牴觸 せり。 ァル キノ デ 
スの 法則を 承諾す る こと 已むべ からず。 

ァ ル キ V デスの 法則より 刺餘の 定理を 得. へし .〃 T よ 1 な— とき 
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は A の 倍數に して、“ より 大 なる 者 あり % 隨 て 6 の倍數 にして“ より大 な 
ざる 者は 其數 限り あり、 故に 其 中 一個 最大の 者 # 在す、 之を t とな さば 

qh liA a A ぐ f 十 ン y cr 


隨 て、 


= '//> 


、> Y- ;iv ; 0 


にして"、 みの 與 へられた ると きは、 ヴ及 び： .は 一定す。 • 

等分の 可能を 證 せんが 爲に 、先 づ 次の 事货を 辨明 せざる ベから ず。：：： く、" な 
る數 ( SU -IT O ) 、と 自然 數 "とを 與ふ ると き 。〉5'なる如き數ポは必す行<^ 
す。 此事實 は 連續の 法則に 關係な し。 先づ 此定现 - は" が 2 なる 場合に 成立す、 
げにも 作よ 9 卜 なる fc の 一つを むと なすに、 6 よ 9 も 又'、！- ^ よりも 小なる 
数 必ず あり、 其 一つを r とせば、 >〉， ゾ S 丨 /、 > , よ 9 て ミ V 21 さて 数 學 
的歸納 法を 適用 せんが 爲に "の 場合よ 9 = + 1 の 場合に 移らん に •先づ ミ > 
I なる 数 C の 存在を iFi 定 し 、 (i + 1) ， を 作る とき = i!v (ミ， こ M * なる 場合 
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vrk yF 




V z 


等， 
分 
の 

可 
能 


箝を 候 /: ず。 若し ^ , こ) r 〉 3 ならば ご ニニ T 丨 5 

さて？'、 4 とな さば T + l )' Ai 】) 了， r ミ 、 A (，土 マ— ' ri ' U り 

e の‘， +1 倍は，, よりも 小な. 9。 是 にょりて 11 凡ての f に f 
せ 9。 

三、 e と 自然 數 S とを 與ふ ると き なる 數 むは 必ず 存在す 0 
a liy i なる 如き 数— の 存在すべき ことは、 只今 證明 せる 所な 9。 斯の 如き數 
W を 總 括して 之を 〆 と名づ く。 X の 諸數は 一 も a を 超ぇず、 故に N に 卜-限 ぁ 
り、 之を I 名づ く。 さて" の：, 倍は“ に 等しく. 卽 ち。 I なり。 げにも 
先 〆 ，•シ ''倍は“ より 4ならず、何とならば游し'、 / 2、/ならば'、—.,ミ〉 
I なる 如き 數、 = は 必ず 存在す、 隨て 卽ち ダより 大な る數 
i に屬 1 との 不都合なる 結論に f 。 又" の“ 倍は" ょり 大 ならず、 可 
となら— し— >* f ば f にし I Y If は必 
ず 存在す。 隨て iY , I I は X に屬 する 数を、 此數 の“ 倍“ 
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無 


理 


數 


より 大な りとは 不可 有の 事に 屬 す。" •の“ 倍は“ より 小なら ず、 又“ より 大 
ならず、 是故 に數の 第一 原則に よ❼ て ジの似 倍は" に 等しから ざるを 得ず。 
其 S 倍 t に 等しき 數の ダを 外にして 存在し 得ざる こと 明白な り 

(四) 

有理數 の 分布は 稠密な り。“、" を 二つの 相 里 一なる 有 31 數 とせば、 I の 中間 
必ず 第三の 有理 數を容 る。 此事實 は 更に 之を 修補す る こと •を 得。 

“、 3 を相異なる二つの數とせば(“/-が有理數 /: ると、然らざるとを論ぜず) 
“、 P の 中間に 有理數 必ず 存在す。 

ず こも、 列へ ば V I となす ときは、 アル キ V T スの 法則に よりて、* T — S' 
V 一 なる 如き 自然数” は 必ず 存在す。 隨 て'、 i> h さてれ を 分 姆と せる 
正の分數の中3ょり大ならざる者は其數に限りぁり、就中最大なるを抓、と 


. . £ + 1 / 
なすに -: \ 


して、 此 


、m + 一 


なる 有理數 は“ より 小な り。 如何にと 


ならば、 ^ し假に 


ミ + 


なりと せは 




/ C/ ミ 

\ 1 心 よ 


广， 

• V 
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數理無 と斷 切の 數理有 


(四) 


丨 を 得べ くして、 是 上に 述べた る" の定蕺 と 相容れ ざる 所な り。"、 パの 
TrmEi 必ず ^ 理數の 存在す るを 知る. へ L 。 是によ 9 て、 又“. 〆 の , I • >» 
に 多くの 有理数の 存在す るを 推知すべし。 

有理赞 を！ 3-一〇の 二 群に 分ち、 甲の 数を して 盡く 乙® 數よ 9 大なら 乙む ると き、 
甲に e 7 s 有 選な く、 又！ 〇 に 最大の 有理数な く y 、 斯 の 如き.^ g o ^ o 0 か ro .は、 
或 一# の 定ま®' たる 無理 數によ SN て 惹き 起さるべし、 卽ち 甲の ての 布 里ぶ 
よりも 小に して、 乙の 凡ての 有理数より.. も大 なる 唯一 個の 無理 數 t 。 

甲の 有理數 はい •つれ も 乙の 或 有 理數よ 9 大な るが 故に、 甲に 下限 ぁり、 之を”， 
と名ヴ く、 叉 乙の 有理數 はい づれも 甲に 屬 せる 或 有 理數 より 小なる が 故に、 乙 
に 上限 f 、 之を 〆 と 名. つく。— r、〆 は 相等しく、 隨て此 數は卽 ち 甲乙の 
中間に 存せる 有理数の 缺 陷を塡 補すべき 唯一の 無理 數 なり。 げにも 先づ、 V ' 
なること を f 、 港し；' >;、、 ならば ◊◊「、なる 有讓 存在し、 此 有理数 
は 7 よ 9 小なる か 故に 甲に 屬する ことを 得ず、 又， V , よ SN 大な るが 故 こ 乙こ屬 




o 

4 

3 


無 


理 


數 


する ことを 得ず、 是 許すべからざる 事な 9。 又 r 八？，、 なること を 11!- ず、 ^ し假 
に r 八' なりと せ ば 一/、 〆 の 中間に 橫はれ る 二つ の 有理數 をと* 9 て 之を r、〆 
と 名 づけ、 〆 を デより 大なり とせば、 < 】• < \ < 、 にして r は/より 大な 
るが 故に 甲に 屬 し、 〆 は/より 小なる が 故に 乙に 屬し 、而も r は 〆 よ 9 小な 
9。 是 は /: 容すべ からざる 事に 屬せ 9。 是故に 一 ，、〆 は 相等しから ざるを t : f ず。 
、"ベ/ H ; ♦と 置く とき、， ベ 以外に 甲の 凡ての 冇理馼 より 小に して、 乙の 凡ての 
有理數 より. 大な る數 ある ことなしと いふ 事實 は旣に 上文 說明中 より 看取す る 
ことを 得べき 者な 9。 こ > に尙ほ 次の 事實を 附記して 思想の H )] 確に！^ せんと 
す 0 

如何程 小なる 數 にても よし、 豫 め-なる 數を 任意に 定め 置かん に、 甲、 乙刚群 
の 中よ 9 一 對の有 理數' A を 撰み て 3 i 、>< 内 ならしむ る ことを 得。 

ミ T をと^^ + + を 考 ふるに ス と此數 との 中 問に 在る 有理数は 盡く 甲に M 
せり、 此 等の 有 理數の 中の 一つを びと す。 又ノ が ミ 2 より 大なる ときは •，と 
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數理 無と 斷 •切の 數理有 


(四) 


の 間に 在る 有理数は 盡く 乙に 屬 せり、 其 二つを みとな す ここ. 


V a v l v h v )， 


2 


よりて 5 |/>< 


+ 


9 


(r 


C 


斯の如 く 


つ 一つ 撰み 出すべき 方法 


にして'ゐの如き一對の有理數を甲乙雨群 -± 9 
は 無限に 之. ぁり。 

スヵ丄 2 より. 大なら ざる 場合は 辨 明を 要せざる べし 0 
如上の 觀察 によ 9 て 次の 事實を 知る。 

ノて 無理 S 有理數 間に 一の f ぎ 其、〕 き ¥: し、 X ' 有配 數間か 切 ifr ' ^; £: i ^ 

る。 是故に 有理数に 一の 切 斷を與 へて 其缺陷 を 指示す る每 に、 一個の 無 ^ m の 
荏 在、 證明せ られ たりと 謂 ふこと を 得。 

(五) 

“を或 無理数と なし、- を 1 より 大 なる 自然 數 (例へ ば、 H 10 T とし、， を ：^ 
勠 とせる 命數 法に よ 9 て“ を 表さん とす。 


數 


理 


•fat 

Hin 


34：2 




冒 # 蠢 


cc 


先ヴ S を 任意の 自然数と なし、 a を 分母と せる 正の 分数 — L , …… を 
考ふ るに、 此等 の分數 の 中 a より. 小なる 者は 其 數に限 あるべき こと、 アル キ 
メデス の 法則の 當然の 結果な 9 。 さて 此 等の 分數の 中 最大なる ^ を 51 "と 名 
づ くるに 


s S + 

am ^ .. 

Z / / Z 


にして 


a = 


£ /、 




''八 


Z 


今 順次 5 を 1 、 ォ、 だ、 となして、 此 結果を 適用し 


‘*0 " .ミ . U 、、 'ミ- • + 1 


げ C A kp 


P \ V W ., + 


P 
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二 

/f\ h 


n " 、 〇 八 丨 is 卜 


i rr 


t rr 


無：： 

理一 

I 一 

數 一 

の 一 

州 

展一 

" 

開 一 


ょりて 有理數 ハ、 c、 A …： を定 むる に、 此等は 皆“ と共に 全く 一 定す 。さて 
0 なる により、 s.、 liA s 】 又、/ A (ミ： + 】 X 




百 U+ IX 卽ち 


同樣 にして 


一般に 


隨て 




SM IIA J ぺ S-; + f 

He ，/ 十 ^ 一 

§ tc y e /- / + ,? ;=: s /-- ^ + 、 

ぐ 上 / + ,‘ H 2，' ^ + ^ f / i + + 表 

J. H p + + k + t •• ,? . 

^ ^ 斗 ^ 


なる が 故に A 


A 


(八 





344 一一 斯の 如くに して“ より 机 及び；：、 f \ …… 卩‘ # 、 限 9 なき 係数の 引きき を £ 

一.‘ . ： 

I むる ことを ^ r は“ より 小 なれ ども、 其 ^ 1 产 より. 小な， 9、 ny 玫にれ よ" 

ii 

ーーの値を丄が迕で與ふるものなりとすべし。 

無 1 1 言 辭を 簡約して、 この結果を 次の 如く n ひ 表は す。" を f の 凝級數 に 展開し 

1 て、 或は-を 基數 とせる 命數 法に て 表は L 

■:• 

厂 

'/ n (ミ ーこ <ン ,^ .* ‘•：) 

理一を 得。/ の與 へられた る 上は、 各の 無理 數は 唯一の 展開を 有せり 0 

!一 

;| 上述の 展開は“ が 無理 數なら ざると きに も 亦 適用し 得べき こ、 と 勿論に して、 
一“ が 有 理數な ると き、 其 展開を 得べき 方法、 其 展開の 係數が 竟 に 一定の 週期を 
數 | 以て 循環す るに 至るべき こと、 及び 特殊の 有 理數は 冇限 、無限 二樣の 展開を : ff 

| し 得べき ことは 旣に第 六 章 (七) (八) に 於て 說 きたる 所な 9。 

二 

一若し 逆に、 始 より， c 、 Q …… 等 限りなき 係數の 引續 きを 與 ふるとき r は 盡く 
五一/より 小なる 自然 數な るべき こと 勿論な り) 


の 如き 展開を 與ふべ き數は 必ず 存在すべし や、 s や。 
展開の 有限なる 場合， 及び 其 係數の 循環す る 場合は 旣 
こ， に 之を 度 外に 置きて 可な り。 さて 前の 如 


r :--'/ 4 せ る 5£題 と ^ -- W ブ 


く 


1 i V -# t . 


+ 




一 tr 


*、 f 

なる 有 理數を 作り、 此等 無限の 布 理数 n ' * ...... を 一括して と 名づく 

るに Jf > の 諸 數は盡 く— + 1 ょり 小なる こと 明白な 9。 是故に (二) にょりて 
ムは 一の 上限を 有す、 之を r と名づ く。， は 卽ち上 記の 展開を 與ふベ き數な 
り。 之を 確 めんと 欽せば 、凡ての々 につきて 




今 / - / i, 

なるべき を 示さ ば 則ち 足る。. 先づ r は r > の 上限に L て * は f — こ 增大す 
るが 故に nAr なること 明白な り。 今假 に》 .V 卜 5 : ル」— とな さば、 卜- の定 
義 にょりて、 ミ 中には'，、 +1 .ょ 矣—數 なかる， へからず、 然れ ども 養 


, • L 」 -J- r へ 1 . :, f :- --. i'> -I i く • -V •. ，パ *. r : V • V. vi l: . • •、：••-• • . .... 


6 

4 

3 


無 


理 


際 然らざ る ことは、 容易に 確め 得べき M なり。 げにも 


n - iiA / v iiA / v ilA ? 


n 言！ i 案 十 


n < ! 0 ド 


t <r 


--丁 


丨： 一 


.??>' V i f har IT , !- !, 
■#$u / 、 t H s 士 H -H. 


一 


1 ~ : •/ 1^1 » • • 1 1 

?2 「 - tf 


S1‘ 一 


にしてれ、':: …… は 其附數 たより 小なる と大 なるとを 問は ず、 いづれ も 
— より 小な り。 


若し 又 


^ Hu S0 + 1 


n + 1 


i- Hn 


?- + 1 


數 ； I 


X , = 


f + 


n 


1 , + 1 
丨 卞 ' 




にょ 9 て 定めら る、 無限 の 有理數 V 、 V、 K を 一括して 之を がと 名つ く (1 




無 

理 

數 

の 

展 

開 


V J- 

4 

〇〇 


は 五の 諸 數は盡 く | より 大な るが 故に、 Ji ; は 一の 下限を 有す。 之を 〆 と 名 
づ くるに V は JK の 上限 r と 同一の 數な り。 其 故 如何にと いふに、 先づ 


IJA ， !iA …… |!/\ 


なる 


• 八 . t 〈 !!A て L. 1IA 义 iiA x 


-Lc 


-は旣 に說 きたり 今 又 〆 を 〆 "* 〆 ~、：. > 1 : …の 下限と なせる が 故に、 〆 は 
• c …のレ つれよりも 小なる 数の 上限な 9 、 故に 》、 !!/\ ' なること 旣 に 確 
t なり。 今更に；、 〈'なる を 得ざる を證 明せ ん に、 假 に、 A ' なりと せ ば 
30 、、— r )> l なる 如き 自然 數 がは r ルキノ デスの 法則に よりて 必ず 存在す、 よ 
りて， V でなる 如く 指 數从を 定めて' 丨” yj 「を 得 〇さて 一方に 於て 

n <•'<;、、< \„ !ぃ，+ 一 

一 1 

より)、— 「/ A I ご n - i 「を 得て、 こ > に 前後 矛盾の 結論を 生ず。、 <;‘、 なりと 
の 主 ^ は 保持すべからず"；、-' は 必至な り 。 

上文の 觀察は 要するに 次の 事 實に歸 着す。 1 、' C , -、 C : ••: を豫め 與へ て、 之よ 
9 前に 述べた るが 如くに して • 


I 

• B 


^^lliiiil#ilfiiiiIi^l^iilillsx^rl?I^Ki^^il^s&.-^^ilc.-^^Eiai^^^^ 

. . •‘ . • . • ... .••,.- !: •-1 : I • , , .. •• . . •• . ... . , . .» ••: • • ; . • : . • . ••- • • • ' •• • • » - -r;". . . •• ;: ••.... 


4S 


fc ;: 


二 ^: こ ^ ？ • : "t 


一 ij 


無 


なる 二 組の 有 理數を 作る ときは // の 上限 r と . 7 r の 下限 〆 とは fril 一な り。 此 
r n ' なる 數は卽 ち 

( e f 3 3 <ぐ j 


一なる 展開を 與ふべ き ^ なり。 

一一 " 

理 I 例へ ば 3 .一 41592 …： •の 如き 展開 (無限小数) 與 へられたり とせょ。 常識は 此記法 
一の 或數を 表せる を 認めて 怪ま ず。 然れ ども この 記法は 其 最後 (: 連なれる 「 …… 」 
一 によりて、 術 數の 連綿 究 まる 所な きを 示せる が 故に、 有限 小數が 或數を 表は す 
とい ふと 同じ 意義に 於て は、 上の E 法は 或 & を 表は す ことなし。 然らば 則ち 此 
記法の 表せる は 如何なる 數ぞや 。上文の 觀察は 此凝 問に nil 確に >し て 動かす ベ 
からざる 解 釋を與 ふ、 日く 上の 記法は 


數 


、1= 3,1; 一; 


一 il ; 
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數小限 無 及 とこる 計を 摄 


等の 有限 小數 (其數 には 限な けれども) の いづれ よりも 大 なる、 衍 して 又 
で V 、 一;/ Ts ; 15; / T 3 i 2; A AU 41 G ; •:… 

等の 有限 小數の いづれ より. も 小なる (唯一 個に 限り 存在し 得べき) 数を 表は せ 
るな. 90 

S 

t 節の _察は # _ 限 小數を 以て 數を 表は すと いふ 事を 分析して、 之に 透徹せ る 
解 釋を與 へたる 者な a ども、 數の觀 念を 根本的に 會 得すべき 此奸 機を 充分に 
利用して 遺憾な からし めん# 爲 に、 更に 數 言を 費す の 必ずしも 無益なら ざる 
べきを 言ず。 

具象の 量、 冽へ ば 長さを 計る ことよ 9 して、 無限小 數の觀 念に 到達す る徑路 は 
甚た叨 なり。 今 p ( なる 直線を 與 へられたり とし、 之を J . と 名 づけ、 單ヶ ▲ /; を 
定めて 之を 計り、 先づ 

so $ A yi<(l‘ 4- i) ^ 



^Ho! J--f .^-^ .\. ' \/ 、： ：， ,. •• •: •. .•• く ル ■ ，十 ；：：：. •：.. . . . .、' . , *.. い：，： ' • - r ^...--^ ' ^.-4- - ' -.- ':.;••• • .- ^ .54V- ^ ^^ipo . 


r)0 


無 


理 


數 


なる を 知り、 次 (: 五より 短 か > る べき 剩餘」 1 」！ SK をば^; 10 を 單位と 
して 計りて 


1 T 入 1 _)む 


を 得、 次には 又 /; 1 10 L, を 單位 として 剩餘 




1 0 


を 11'* 9て 


•二 So ぐ 入？；〒 8- 


を 得、 次第 (: 斯の 如くして 

ki. n s、-, te 


ft 


f l s : s •.' 一 s + 


を 得。 例へ ば 尺を 單位 として d の 長さ w 尺有餘 、次 (: 尺を 十分して 寸と なし、 
剩 餘ハ寸 有餘 •又 更に 寸を 十分して 分と なし、 此剩餘 C 分冇餘 となす、 分を 十 
分して 厘、 厘を 十分して 毛と なし、 此手續 きを 繼續 する に、 ill 餘は 漸次 減少し 
て、 實際に 於て は、 竟に 人の 感覺 にょりて 識別 せらる、 の 範圍を 逸する に 至る 
ベく、 又實 用上斯 の 如き 微小の 剩餘に 注意すべき 必要なしと 雖 、吾人の 理想 
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數小限 無 及と こ る 計を 量 


に ^ ては、 卜述の 手續 きは 剩餘 の存 する に 限り、 何處 まで も繼續 し ^ }• らるべ し 
と考ふ るを 禁ずる 能は ず。 又斯の 如くに して 順次 得 來るべ き，' へ、 へ ：：： 等 
の 自然 數は 4 五 と共に 一定すべき を 疑は ず。 卽ち Q は々 が 稍 I 大な ると きは 
實際 決定し 難しと 雖 、其 決定せられ ざるを、 五 口人の 感覺の 鈍き、 或は 計測の 器 
械の 不全に 歸 し、 ^ L q にして 決定せられ 得な ば C ; なる 自然數 は 一定の 自然 
數な るへ きを 信じて 禱路 する ことなし。 ^/ にして 少し にても . 1 と 異なら ば 、 K 

を單 位と •して 1 を 計る とき、 最初は 前と 同一. の數， 'ち < r 沿る こと あ 

るべ しと 雖、 竟には 例へ ば / 1: 10 ^ の 段に 於て 前の ^ と 異なる 自然数 W に 達せ ざ 
るを r す ! 5 f て單 似 J 1 J の 定まり ■たる 卜 一は、 各： の 長さ ^ 1 ょ 9 一定せ る_ ^ 没 0 

弓き 續き、 §、 ' れ - …… を 得。 if ) ち j の 數値は (ミミ rl : …… c 一 ， …… ) な る 無限小 數に 
よりて 與 •へらる、 ものと なす。 

如 J は、 常識 ある 人士の 必ず 所觀を 一にすべき 所な り.。 さて 旣に斯 の 如くに し 
て 各 量に 一定の 有限 又は 無限小 數を 以て 表は さるべき 數値 あるを 認め r : る 


2 

5 

3 


無 


理 


數 


九 


〇 〇 


後、 玆 {: 新に 一の 疑問を 生ず。 .1. なる 量、 例へ ば ^(> なる 長さの 先づ與 へられた 
ると きは 斯の 如くに して 5"、 ' ； r …… なる 自然 數 の⑴續 きを 定め 得べ しと 雖、 

1 C ,- …… 等 限りなく 自然 數 の ^ 續きを 與ふ 


若し 此順 序を 轉 倒し、 始めよ 9 


る ^ J 


一つ /、 

" J 5: .-- ^ 4- ( •一 十 ^ 、 -f t -r '*、 

1 0 ，一 00 、一 0 、 


の 如き 數値を 得べき 量 d は 存在すべし や 否や。， へ、？… ••は 與 へられた るが 


故に 

り 加 合に よりて 


4 ::: J 00 




,? 


1 0 、* 


•等は 旣 に 定まれる 量な り，、 此等の 量 


L 


? 




.r r ns c fe + ^ l 
」 ■- = e > H t: 


E 

mm 】 

10 


r.. 


1 00 
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、 ? I 


s 一 - s 


‘ + 




•十 


y 9 
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數小限 無 及 i こ る 計を 量 


(六） 


等の 量を 作り 秦 へし、：^ れ ども 此等 25 米 だ 求む る 所の“ なる 戴には あら 
ず。 例へ ば 



一 

0 — 

'v~ 

C- 

t: 

C - 

b — 

'C - 


与‘ ノ！ 4;? > …… 5/ ぅ なる 如き 點、 二士 …… bi 

在は 明白な 9、 々を 一 萬と なし、 一億と なして、 (i a - の 如き 點を 作りたり とも、 今 
求む る 所®— る點 、卽 ち？」 なる 如き S 常に ^ の 右方に t。 卽ち知 
る—- > ，』 1 0 "ぶ T01 …… ぐ 0> 等旣 知の 量を 加 合し 行きて は、 到底 j なる 
量に 到達す る 時 あるべ からざる を。 然らば 卽 ち -. 1 なる 量、 ^ なる 點は果 し一し 
存在 I 得 •べし や 否や。 

實際丨 於て 吾人は 理想 L c> 點の 存在を 認む 、然れ ども 其 根 據は 何處に か ぁる。 
〇 - 里 一の 存在を 認む るは 卽ち 直線 k の點の 連續を 認 むるな り。 前節 {•: 於て r 0 
存在を ^ 吵す るに i/ の一^ 限の 存在す るを 基礎と し、 而 して 上限の # 在は 連續 


54 


無 


數 


の 法則を 根據 とせる ことに 着眼すべし。 連續の 法則は 「公理」 な 9、 證 H ) j せられ 
得べき 事實 にぁらず と 言へ る 所以の # 、 亦實 にこ >に存せり。 

有 称 fc ' は 有限 小數 又は 循環小数に 等し。 循瓚 せざる 無限小 數をも 亦 一個の 數 
い b t ' .、 , vi i ' ?; の 於 *: ni むる t り。 吾人の 考へ得 べき 布 限、 無限、 循環、 
不齋费 4 ル T - かか 數を總 括して 之を 數 と名づ くる も、 或は 又數は 連 續の法 則 
一 i 备 A い い、 歸 する 所は 一 •な r 。 前者は 經驗に 基き て 不知 不識の 問に 常識 
©> 作り出せる 數の觀 念に して、 後者は 殿 格なる 論理に ょりて 此觀 念を 分析し 
て 得た る 數の定 .(の 一要素) なり。 

(七) 

展開せられ たる 二つの 數 、卽ち 例へ ば 十進 命 數法 にて 教き 表は された る 二つ 
の 數、“ 、 « の 大小は 一見して 判別 せらるべし。 


H (( 


-0J 


3 ,? 


r - . 


となし、 ^ の 如く 
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vn / 


展 

開 

の 

隹 

二 

及 

其 

例 

外 


^ nu 


… 


なる 記法を 闬ゐ、 34 


、へ-‘、， V ? : 一 T 




— i: ぐ . 4- 


^ ) 

につきて c 、 ~ 、. c を 同 樣の益 義に用 ゐる とき、 直に 日 取 一般なる 場合を 論ぜん 

I に 二 1 は 其 響 寧 項に？ は f 雪し、 上 言，， 至て 始め 

て 相 異なる 係数を 有すと し、 例へ ば JV ぶと—。 しかす 1 

^ ■ ||'^ ^ + 一, •z k liv ^ ^ “ Z 

さて マは iv、fc …… ^ …… の下艮 なり、 i 文 こ - 、 .！ 

ク飞陆 7 9 遅 敌 < ^ l ! v \ より ^ : \ f ニニ r を 得。 

•又 一方 (: 於て" は； T c ::: c •: 

こ 

IM 


の 卜* 限な り、 隨 て'、^: -•/•• (2) (1) (2} ょりてズ 


V 


を 得。 只 (1) (2) に 於て 同時に 等號を 採るべき ときこ 良り 


は a = S 、 = ,? にして 


// H 、/ も 




G 匕 


ち 


此 場合 (: 

は 有 理數な り。 是 卽ち笫 六 章 (九) £; 說 きたる 待 
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無 


理 
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異の 場合に 外なら ず。 今 再び 此 特異の 場合を 落 明せ んが爲 に、 先づ ( 1 ) に 於て 
等號を 採るべき 場合を 考 へんに、 こは. 二" こべ 卽 ちぶ'"， _二. にして 且ク、 
卽ち fc !, c …… f 。： …の 下限た るべき：“ が 同時に、 : I : t (最小た ると きに 限れり、 .^ 

‘VH ")0 •.十 ； i H 议 iftl て (、"一 0 の ベロ C つき \<上 1:1 は* 3 ，、' 士 H p ” p 

…卽ち la の 展開の 係數 は ^ の 位ょり 後は、 9 の 無窮の 連續 なり。 又 ( 2 ) に 於 

て 等號を 採るべき は“ がへ、 ' ? \ ろ n の 最大なる とき 卽ち、 VEV + mHA —*: 

…隨 て、？ リ p :+,Ha •…： 卽 ち“ が- がの 位に 終れる 有限 小數に 等しき 場合 
に 限れり。 卽 ち“ と ',/' の 相等しき ときは、 此雨數 の 展開は 次の 如くなる べき 
な 9 、 


3 

- mr 
lw 

— ^ 

O 

〇 

〇 







卽ち第 六 章 (九) の 特異なる 場合の 外は 相 異なる 無限小 數は常 に 相 異なる 数を 
表は し、 同一の 數が 二樣の 展開を 與 ふること なし。 
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(八) 

有理數 の 加法は 旣に 定まれる 意義を 有し" 此 意義は よく 前章に 擧げ たる A:v 
原則に 適合せ り。 さて 無理 數の _ 係 せる 加法 も 亦 然るを 得べき か 。 

“、 3 を 二つの 無理 數 とし、“ よ 9 大又 小なる 有 理數を 一般 {: それぞれ"、 〆 に 
て 表は し、 又 之を 一括して それぞれ J と名づ く/ {■: つきて はみ // /? ガを 
同樣の意義に用ふ、卽ち例へば或る“と言.ふは、 .-| に屬する卽ち"より大な 
る 或 有理数と いふに 同じく、 又 或ょ とは ， より 大 なる 或 有理数と ，〆 よ 
り 大なる 或 有 理數 との 和」 とい ふに 同じ。 

さて 一般に '◊◊ ^ VV/WY、 なる により、 第 八 章 (二) の笫二 原則 四に よりて 
ぐ- + 1 なる 和は 次の 條件に 適合せ ざるべ からず。 

然るに、 凡ての， ニニ、 より •小に して、 同時に 又 凡ての ^ 十// より 大な る數は 
唯一 個に 限り 存在す。 先づミ + へ、 に 下限 ぁり、 之を r と 名つ v ^、 又 之、 十、、、 (: 


s 

r .; 

3 


數 


九 


上 限 あ 9、 之を， 一-と 名' つく。 しか するとき は r と 〆 とは 相 ^ •し。 げにも 段 [: 
、 V r なりと する に 、〆 より 小に して •而も 如何程に て も 之に 近き 或 气 + // あ 
り、 又/より 大にし て、 而も 如何程に て も 之に 近き 或， 1/あるか故に、、>「 
より 或 fr 、 + 、>、 が 或 。 より 大な 9 との 容す V からざる 結論を 沿。 故に ノ， 
は：， よ 9 .大な るを 得ず。 嚴密 なる數 學的 r 句 調」 を 以て 之を 再 言せば、 先'〉；、 
ならば、 必ず' V /、 v r なる 如き 數パ 存在す、 さて：， は、、 + /> の 下展 ;: L L 、 
"は r より 大な るが 故に、 下限の 定義に よりて/、 V ミ +、、 V r なる 如き e 、 6 
布 在せ ♦さるを ^ I ず。 又 〆 は ^ +、>、 の k 限 (: して パは 〆 より/小なる が 故 {: 
•/'、 v i +、)、>/、 なる 如き， び V 存在せ ざるを 得ず。 是 に 於て’' +、/>'/ +、> な る容 
すべから ざる 結論を 生ず。 

次に 又 r、<r とな さば/ 0 、<'、<•/、 なる 如き 二 個の 有理數 r \ を 採る に、 =L t /\ 
X 八 i、 < 為 + /> 隨て (へ/ + />) — 9 、 +、/)- ■? 1',、) + (/> I //)〈‘. 1 t なる 下 f 

式恆に 成立すべし、 是亦容 すべから ざる 事な り。 何となら ば (四} に -:: > u へる 如く 


無 

理 

數 

Q 

加 

法 


3 : 


气汐 より 其 差 如何程に て も 小なる 一對の 數' v 又 パ、 がより !- 1: ハぶ 如何 f ^ にて 
も 小なる 一 對の數 6、 ゲを 選み 得べ く、 隨 て ^ - rr 、) + (、>1、/) をして r . こ.、 な 
る數 よりも 小なら しむべく、 t 、 v ' がを 採り 得べ け IV ュな り.。 

W 此故に r r は 相等し。 さて A ての ミ + 、> より 小な 〇 數は” ，より 大な るを l:f 
ず、 又 凡ての ^ +ミ より 大 なる 數は V よ り 小なる を ^ ざるが 故に// + ; は 比 
r H 3、、 に 等しから ざるを 得ず。 

此說沒 は 又“' 〆 の 一方 又 ( i 雙方か 有理 t なる 場合に も M ill せられ ^}- ベ し。 
卽ち一般 (: “ダ 0 利はそれぞれ"、メよ9大なる有1數びガの和の下 ^ に>し 
て 同時に 又 それぞれ“、 3 よ 9 小なる 有理数，“ がの 和の h 限な り。 

加法に して L 述の 第二 原則に 遵ふべ き h (i 、 "、 3 の 和は 卜' の 如く 定む るを' ふ 
須 とす。 卽ち無 理 數の關 係せ る 加法の 意義は、 第二 原則の 一部の み (: よりて 一 
定の 意義を 得たり。 さて斯 の 如く 旣 (: 定ま |1° 6° 加法が、 尙 よく、 ^ 二 原則の 各 
條に遒 合すべき や 否や。 是 容易に 解決せられ 得べき、 然れ ども 又 解決せられ ざ 


Q 


理 


數 


る 可から ざる 問題な り。 

伋へば 31 換の法切 {: つきて；；：： 1 はん (: 、"/が與へられたる二つの數 (: して ! 1 : ハ 
中； くと も 一方 か 無理 數な ると きは'、 • + / r 了 r は それぞれ 次の 襄 件： より 
て 定まるべき 數 なり 

ミ + 、> V 、、- + /? v 、'/ + 5 、> + '、 V 1 卜 、、 \/ 、' + '' 

さて 有_數 の 加 ? I は 交換の 法 切に 違 ふこと 既に 知られ /: るが 故に、 卜 •の. IW 不 
等式より 

'、 4 /? = 

を 得。 ^ 他 類推すべし。 

“ 广 パの 差は 、' V み、 // を 上述の 意義に 用ゐ ると き 

'/ 丨 />、 > ?— V '、、 丨 、> 

によりて 定まるべき 唯一の 数な り。 
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明說の 法論 法 加の 數理無 


(九） 


靳節に說きたる如き、又は一般に無理數にっきて上文用ゐ來れる論法は、扛々、 
此種 の杣象 的の 思索 (: 慣れざる 人の、 理會に 芮 しむ 所な り。 而 して 困 ■は 常 (: 
推理の 進行の 步々 追跡 I 難き にぁらず して* 却て 大體に 於て 斯の 如き :- -■* 段 論 
H の連氣 の ■ U / Jr の ? K 邊に ^' る， 力_ の 明なら ざるに 存せ 9。 例へ ば 始めて 幾 可 
學 0 敎 課を 受 くる兒 童の 如し、 ； i て 直角の 相等しき ことは 彼等の 熟知す る沂 
なり 诉 故に 故ら に 某 公理、 某 定理を 或 順序に 連結した る 後 始めて 之を 知り" ィ 
たりと 言 ふか。 疑問は 立脚 點の 不明ょり 起る。 

凡て 二つの 數に 一定の 和 ぁり、 其 和が 前章 (九) の 諸 原則 {: 背馳せ ざる こと、 吾 
輩の ょく 知る 所菅 。吾 | 霊に 明白 斯の 如条實 を #: f 2 n 輩は 今 斯の如 
く 明白に して、 斯の 如く 各人の 其 所觀を 一にす る 事實の 松 膨の何 處にぁ るか 
を 探らん と 欲する 者な 9。 

" なる 二數が 十進 命 數法 にて 表は されたり とし (y " .o j 

、/ = (iif /V .4 i〆 ) 


ft 


プ L 


理 


無 


ヌ 


3(；2 


一と 置き： r iv を 先に 屨 •.言へ る 如き 意義に 用 ゐる ときは : 般に 
j ク = (S 1 V〆 i ^ / = ,? • + ! 1 r) vlf \/ a v -*k 

= (i r f、' >r f /、 ) 

につきて' >を同 樣の惹 義に用 ゐて 

I '、/')， v ” •式/ •■，十一， v v lyv /. 

| となす。 一般に 

|| >•// 十 .， v/ v '、 丄_ L V S . V ' + 5 t /.- 

| 一にして ii > •，は 1ノ，9 より 小なる 其 近似値、 ^ 十，， 、/ は', . こ より 大なる 其 近 
| 似 値な り、 たを 順次 增大 するとき は、 卽 ち“/ の 展開の 術数を 採る こと 愈： 多 
| ければ 3 十〜 n 、+ < は 愈 之 9 に 近接し、 たを 增 大して 止まず ば 〜 
一^ 4 之は L 下より s + i に 近 迫して 究 まる 所な し。 こつの 無限小数の 和と い 
| 一 ふこと を p t : して 人の 少しも 怪まざ るは、 如 k の 事實を 確^す ればな 气 
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明說の 法論 法 加の 數理無 （九) 


然れども，1ふ'の上限と < ,:、/の下限との果して一致するや否や、足證叫 
を 要せず して 斷定せ らるべ き 問題に あらず。 而 して 此 h ， 限と 下 R との 度 祭 一 
致すべき ことは、 前節 所說の 中に 含蓄せられ たる 所な り。 

れは是 一の“ な 9、 へは 是一 のむな 9。 i -/, + 3 の 上限は？ - r /> の卜 1 艮厂を M 
えず。 さて“、' メ より 小なる 或 有理馼 'みを 考 ふるに' ^ ■ の 上限は 卽 ち"、 
P なる により、' みより 大 なる' へは 必ず ^ 在す。 詳しく t : f はば" ノ 〆 の展 
開の 析数を 充分 永く 採り. て、' ゐよ 9 も 一 / # ' 3 (: 库 «: せる ^ PM / I > ^ を：^ 
べし。 是 故に、， + >•、' の 上限は 決して'/ ご？ の 上限 ••，を 下らず。 故に ク ■十〜 の 
上限は)， (: 外なら ざるを 知る。 < 十 > v / の 下限が ミ、 + />、 の 下限 〆 卽 ち：， と 
同一なる こと 亦 同 樣に して 證明せ らる Y L 。 

.! 、 />* •に 屬 せる 凡ての 有理数の 中より 特に 特殊の 孖 限小數 り.、' を 採， 9、 x r 、 

Jr より 特に， を 採、 る。 是理論 h 其 必要な くして、 徒に 問題の 解釋 を狹め 、 It ハ 
笑を 殺くな 9前窗に述へたる和の說明に於ては、數の觀念及加法の' ;^ 義 (: 通 


4 

G 

3 


無 


理 
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接の 關係な き、 命數 法なる ものを 度 外に 置き /: るに 過ぎず。 

然れ ども 無限小 數は概 用 上の 計算に 使用 せらる、 ことなく、 又 使用せ ら る. 
を 得ず。 實 州 卜： 吾人の 最多く 遭遇す るは、 誤 系の 範圍を 豫定し て、 算法の 結果 
の 近似値を 算出すべき 場合な り' 数は 凡て 卜 進命數 法に 於て 與 へらる。 斯の如 
き 場合には 吾人は 無限小 數の 展開の 茗干頊 を 採りて、 其 他を 徐 1 :す。 是故に _ゼ 
用 上の 計算は 凡て 有限 小数の 計算な り。 

“/の 展開は 前の 如しと して、 其 1 10 ;, 位 以下を t/J り 捨て」、 和の S 似 # L として 

= ( 5: # ミ <v .> >? •) + ( i r 5- t > ニン 

を 得。 此 場合に 於て は 

JT V ; > ク •- >i y ) V 3 . 

なる が 故に 

(：， ご 丨 ($ + 色 <和 

卽 ら誤袭 は 2 アを超 ゆる ことなし。 こ" に 注意すべき は 誤差の 商 1® 2 if より _ 



3C;> 


wj : 小、 卽ち If より •小な りと 雖 + 3 は 凡ての 場合に 於て、 必ず'/ + > の展 1#] 
| 一を 1 がの 位まで 正しぐ 與 ふるを 保し 難き こと 是な り。 次の 一例は 此問 の m 息 

I : を 傅へ て餘 ぁり。 

| 

算 I '1 P 5 4521 G 57 

法 /r P 3 2 73 00 34 00 ‘ 

箱 一 

實に 於て、 若 の 展開を 小數點 以下 第 七 位まで 採りて 之を 加 ふれば 0 Go 7210 
瞻 || を 得、 此數と A i との 差は .. L l(r より 小な 9。 然れ ども 其 展開の 係數の 一致 
g 一： する は 第三 位に 止まれり。 

I ! 一般に ''〆 の 近似値び、 むの 與 へられた ると き 和の 近似値、、 の 誤 ^ の 範 
圍は 、'むの 精確の 程度に よりて 決定せ らる べき ものにして 、此粘 確の 程 ^ こ 
| 一つき て 知られた る 凡てを 利用して、 成るべく 良好なる 和の‘ 近似値を 定むる こ 
| と、 卽ち 其誤袭 の 範圍を 成る， ベく 正確に 定 むる ことは、 個々 の# 合に 於け る 臨 
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理 


數 


九 ':':..:-； 


機の 工夫に 待つ 所 多し： 要する (: 斯の 如き 省略 計算は 次の 事 赏を苏 根據 とす， 
i / rr に 於て“/ の 變動 の區 域を 相當に 制限して、 以て”， の變 l)j を、 如何 
程に て も 小なる、 但豫め 定められた る 範圍內 に 留まらし むる を 得、 とい ふこと 
是な 9。 此 意義に 於て 加法を 連續 的の 算法と 稱 す。 

(十) 

先に 無理 數觀 念の 萌芽を ューク リッ ドの 比例 論の 中に 發見せ るに 因み L ' 此處 
に 比例に ! i する 二三の 定理を 證叨 し、 一には 以て 數と 量との ill 係を 明に し、 又 
一には 乘 法、 除法の 根 據を此 中に 覚めん とす。 

量の lb の觀念 は 直ち {: 移して 之を 數に 適用すべし。 第 八 章 (七) に說 き /: る 比 
の 定義の 要 點を拔 摘して、 此處に 之を 反復す る こと 次の 如し。 

|| 以 3 なる 二つの 數 R へられた ると き 一封の 自然 數 s “ を 採り， て；^、 g を 作 
:るに — A 0 V J 9 なる 三つの 場合を 生ず、 此 等の 場合に 於て 順次。 ご？ なる 比を 
S ; ょり 大、 s n に 等し、 1 れ ょり 小な りと いふ、 卽ち 


:] G7 


理定 るす 1 に 例 比 


(十) 


j • uu Aii ^ J: へ i と 同時 (: へ/;、 ド 

一 “、 之 V〆 なる 二對 の數與 へられた ると き 
. ： V r V '、 .: 、、 

なる 如き 有理数； .存在す ると きは'/ ご 9 は r /“、 より 大な りと し、 又 ^ し斯 
の 如き 有理数す 存在せ ざると きは'/:、？ と'/: ^ とは 相等しと い』。 

一 比の 相 等 大小を 定む るに、 有理數 を 用ゐた 9 と雖、 こは P 言語の 簡約を 期す る 
一の 意に 出で たるに 過ぎず して' 內容に 於て は 上の 定義は ユーク リッ ドの それと 
i M (なること なし。 

| が 有理数に 等しから ざると きは、 此比は 有 理數の 範圍を 附斷す 、此附 斷は 
| 或 一個の 無理数 r によりて 惹起 さる、 者に して、 此 場合には 上述の 比の 相 等 
| の 定義に 從 て'、 こと r : 一と 相等し、 或は'/: I は 無理 數一 ，に 等し ' 三) を 
看よ。 然れ ども 吾人は 此處に 姑ら く'、. こを”， に 等しと なすて ふ 現弋 の M II 
一を 離れ、 ユ ー クリク K と 同一の 見地 {: :;/: ち、 專ら 上述の 定義 (: 固 蔚 して 次の 諸 



湖 一 定理を 證明 せんとす。 

i 

(一、 ミ V S ならば \ ご？ V A こ 

:一證 。アル キ V デスの 法則に ょりて (一) 冬、、 丨 iy 心なる 如き 自然 奴" ^ ず - {f 

I* - ■ ■ 

J :' 在す。 斯の 如き 自然数の 一つを 任 t に ^ 9 たる 上 ( s ) S V . V - ミなる 如き S 
-の 自然數 i を定 む、 卽ち爸 ミ、 + >; ゼ$なり 0 さて (1) にょりて|、>?、十」 

i 

|ょり.て (3) を弔ゐ 1 |、>?>卽ち 


I ； 然るに ( 2 ) によ 9 て 

一一 U . C へ 一:! 

一一 ‘， 

數 一 なる が 故に ^ r MJ V S : 、 

一 I 

一 げ にも 一によ 9 て；、 ミ >/ざ 卽ち 3 SV い >/デ なる 如き冇 理數" ：$ は存 
九 i 在す。 さて/ 5 f y # より i 卽ち A : \ < 0を ^ 、又同 ^ (; して 


比 

例 

辛^ 

關 

す 

る 

定 
理 
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、 / 9: 

'、 :* 乂 > 7 ; 丨 

三： ; - 3 

登、：：， 又 こ 
=5 a fl /V 

3 : 


よ 


て 定理 a 成 i J/; せり。 

(、なるとき は 叉'/:”"-』： 心な 90 

ミと 相等しから ず、 例へ ば 前莕は 後者より 大な りと なさ 


ぐ： r > ^ > 、 ： r ? 

なる 如き 有理數 r 存在せ ざるを 得ず。 遛て 

、、’ V ‘％ '9 八？ 5 

故に 一、 二に ょりて 5 /9V>.?5V>7:1 隨 て', ご 9>;i を 得、 前提に 矛盾す。 
四 伋 式の 定理/，.'，/ なる 三つの 數與 へられた る f ょ 


: /9 〇 


二 5 


なる 如き 數 ，は 必ず、 而も 唯一 個に 限 9 苻 在すべし。 

此 定理は 連續の 法 切を 根據 とす。 先 づ . £yi なる 如き 数 ミは 凡て 之を G 
に 編し、 又-: 5 ^ なる 如き 數ヮを 一括して 之を U と名づ く/ i 凡て ク 




o 

3 


無 


理 


數 


より 大 なるべき こと 定理 一によ りて 明白な り 〇 さて 〇 に 最小の 數 ある 


卜 6 


し。 げ にも 1 ^0 > :; J なる 數 … の 一つを 任意に 採りて 考 ふるに 


:; -v ^ y-v; 




なる 如き 有理数 1 孓 は 必ず 存在す。 も さて 1 i こ ^ なる 數と 自然数 
似と に對 して i '. i 4 vm なる 如き數 •"も 亦 必ず 有 ぃノて e は ミょ な 
り 。さて‘， ( J 丨こ V 卽ちハ V 丨 £:/9〉非 隨 て 7 S は〇に 屬し 、而も ミょ 
り 小な 9。 是〇に 最小な きなり。 同樣 にして 又 U に 最大の 數 なきを 確むべし。 
是 故に 連 續の 法則に よ 9 て o 、 u は 未 f : 凡ての 數を盡 さ Y るを 知る。 〇に も 
又 U にも 屬せざ る數卽 ち'、. ^ =?、乂) なる 如き 數“は 必ず 存在す。“ が 唯一 個 
に 限 9存 ^1: し ^ べき ことは 定理 一 によりて 明白な り。 

定理 三を 用 ゐて四 を擴張 し 次の 結果を 栉。 


“/、；// の 中 三つを 與 へて'、.： Yr c . なる 如き 他の 一つを 必ず 而も 唯一 
機に 定むる ことを 得。 

丨ク リジ ドの ih の 定義を 基礎と して 比例に 關 する 諸 定理を 證叨 する には 凡 




て 上の 例に ft ふべ し。 

比例式の 定理に よりて 數の乘 法 及 除法を 定 むる ことを#, 
の 與 へられた る 時'' メの積 7 よ 


、ガ なる 二つの 数 


乘 

法 

及“ 

除 

法 


I* 

7 


なる比.传式に遍合すへき数な9。乘法の轉倒は；，及'5‘の中の一つを與へ 
て 他の 一つを 求めん とする ものにして、 こは 畢竟 比例式の 未知 項の 所在を 移 
せる に 過ぎず。 

此 定義に 從ふ ときは 乘 法の 交換の 法則は 定理 三の 直接の 結果な 9、 然れ ども 

一般に 乘法の 諸 性質を 直接に 上の 定義ょり 扔來 らんと 欲せば 稍、 複雜 なる 徑 
行を 要すべ し。 . 

(十 ご 

乘 法の 諸 性質を 證明 せんが 爲に 、先づ 前節に 擧げた る 其 定義を 便利なる 杉， 一 
改めん とす 0 


一なる 際 件に よりて 定めら るべき 數な り。 是故に 今み を 以て 3 より 小なる 行理 

V 

一一 

t ' m となす ときは 7? 一 隨て 二、/ v/> 卽ち */、>?、. 又 // を 3 より 大なる 

却 :：: I : 

一 有理數 となす ときは？、 A ? •卽ち 

、/ y 〇 夕 、>、'/ V *' V ?/• 

理：是 故に ミの 上限は r を 超ぇず 又— の 下限は •，を 下らず：、 がを 相當 に ) 1 み 
|| て 其袭を ば 如何程に て も 小なら しむる ことを 得べき が 故に、 此 h 限と 下限と 
は實は 同一の 數 にして 共に u に 等し。 卽 ち， に を乘 せる 穑； ，は、？、 の h 
數 | 限、 又は^^の 下限な りと いふ ことを 得。 

''卢 なる 兩 因子に 對 等の 位置を 舆 へんと 欲せば、“ より 小 又大な る苻理 数を 
\ 一般に ひ 、， 1 名 づけ、 之を 一括して' 1、f とす/につきても 亦 同 ^ の名稱 を 
九：： 適用す るに、 


a 7 / V J V ミ、 

灿に 上限 ぁり、 之を ハ と名づ く、 97/ に 下限 ぁり、 之を r 2 と 名づく a しかする 
ときよ 

»\ LV ,* uv pt 
^ I Mnu ^ nH M 

さて r vr - なること を 得ず。 假 にご v 「 一な りと せ ば ン V ご V ，， V ;、 一 なる ^ 
き 有理数 C 、 。 の 存在を 認めざる を # ず、 是故に r y 、， 

Tc V xc^ / > t ds rf 、 /^ 、 <7 

が を 如何 やぅに 選む とも 常に <§、|ミ> が j 定 の數 ^ -丄匕 より 大な 9 と 1-: 
張す るに 異ならず。 斯の 如き 主張は 次の 如くに して 之を 轉 覆すべし。 先づ" 
よりも 叉 3 よ 9 も大 なる 一倘の 自然 數ヴ •を 任意に 定め、 又 別に，： なる 數を 
與ふ るに 

ff、 — へ -^ T i/ — h A 丨 ! ° 

なる 如く、 同時に 又 Q V 5 •々>、、、 なる 如く、"、 v ゎ、 / > ; を ^ る ことを 得./ 
し' さて 


數 


理 


她 
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//、/>、 丨/ y /> = 丨 > *> 、/> {-'/、/> I r //> 

'、、( 、、、 . ~ //)， 十// (，、、*— fy ) へ W 

卽ち 如何なる 數。‘ を 與ふ ると も、。 ミ 1 ミ >〇 なる 如き' «/ 、' // は 必ず 存 
在せ 9。 是 にょりて' j の 積：/ は ミ-の 上限に して 、 [lil 時に 义 ' 、、// の T 限な 
9 と レ ふこと を符。 

或は 又' 3が十進命數法にて與へられた9とし、 14 : (小數第た位までを採り、 
其 他を 省略して 作りた る 有限 小數 を ^ へと 名づ くると き、々^ は それぞれ 
前の J /. 方に 屬せる 有理數 にして r > 3 而も はたと 兵に 增大 し/を 其 
上限と なす。 是 旣に屢 ，.用 ゐたる 論法に ょりて 容易に 證明 せられ f -! f べき 所 {■: し 
て、 實 際に 於け る 無理 數乘 法の 計算は 此堪實 を根據 とす。 

“ク 〆 の 積 ^ は ミ > の 上 限に して 又 ^ は？，. の 上限なる が 故に ^ ” > 

叉“、 3 の 外 r を 採り 7 ょり小叉大なる有理數を一般に^、\と名つくれば 
(もぞ は (ミ X ‘ の J : 限に して 三/ 3 は 三 ?. .) の k 限な り。 さて (ミ ご？ n 三 ? *) な 


( i ) l るが 故に 又 ( 4 )？、 U A 3> .) 同樣 にして 又 T +x “ ぶ、 + : r を 得。 

I 

| “ を 夕 にて 除して 得べき 商は'、：/? なる 比の 値卽 ち'、‘：/ 9 Kr : 一に 適合すべき 數 

; 一 

|| ♦，なり。 比と 除法と を 同一の 記法に て 表は せる は 實は此 事 ; 13: を 豫期せ るに 由 

I ..る。 

乘 I 

び、， び、 み、 がを 例の 如き 意義に 用ゐ ると きは 
法 一 a / / a 、 

I !T「 \ 一 \/ l -l 

及 | にして 且 iL ゲの 卜： 限 及 f // 7 r の 下限は 共に r に 等し、 其證 明は 1 者の 類を 以て 

一一，、 

除 || 推す に 任して 可なる ベし。 

一若し が 十進 侖數 法に 於て 與 へられたり とし、 へ、 《を 例の 如き 意義に 甲 
^ 一一“ 

一ゐ て：^ を 作る ときは、 たを 限な く增 大して、 如何程 にても“ 7 に 近 迫す る 
j ことを 得べ し。 然れ ども 此 場合に 於て は！ ^ は ゐと廿 ；ハ に 增大 又は 減 小す る蒋 

|| にあらず、 隨て“ T は の 上限 又は 下限に あらず。 若し ^ > を (七) に 於け 

^ * 

375 11 る 如き 意義に 用ゐ ると きは、 卽ち v 、> を 以て' vr の 末 i m ' 0 fl ' m ' (: l を 加/ 
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| て ^ たる存 限小數 となす ときは；； :: ~は卽ち|個のゲ1又' ^ は一個のび：" 

| にして、 は 常に 兩卷の 中 問に あり。 

一 I / . 

一 」ド / ぺ / ‘〆 n / i〆 / n 
I 欠 ' 一 Jr 糾〉 糾 vv- 

it || 要するに 無理 數の關 係せ る乘 法、 除法の 意義は 斯の 如くに して 確定し， 又 K 性 
一一 質は 有理數 の乘法 除法と ^ なる 所な きなり。 

|i ( 士一 ) 

理 一 前 諸 節に 論ぜる 所謂 數は卽 ち正數 なり。 是卽ち 大小の 關係及 加 合の 結果を 保 
一一 持して， 個々 の 量に 配合 せらるべき ものにして、 凡ての 量の 數値を 供給す るに 
|| 於て、 復た 間然す る 所な し。 然れ ども、 數の觀 念の |&° «° に 同着して、 數をば 單に 
1 一 量の 數値を 與 ふるものと 認め、 隨て正 數 のみを 以て 考究の 範圍 となす ことの、 
(極めて 不便なる は、 旣に有 理數の 場合に 於て 說き たる 所に して、 又 M の數 ® 'と 
|| しては 意義な き 「零」 なる 者を 數の 範圍 內に攝 取す， 〇 ことの 殆ど 絕對的 必須な 
九； | る こと、 前章に 於け る經驗 新な 90 


tu : 加法の 轉倒を 凡ての 場合に 可能なら しめんが 爲に は、 m 數 •を 作らざる ベから 
一 ず。 而 して ' J : ハ 定義 及 四 則 算法の 意義は W 理數の 場合 (: 於け ると 全く M 趣な り。 
| 此處に 其槪 要を 記せば 則ち 次の 如し。 

負 || 各の 正數 “に對 して 一個の 貢 數を 作り、 之を iru 名づ く。“ を 此質數 の絕 
| 對値 となす。 

|| 凡て 正數は 貢數 ょり 大に して、 二つの 貢數の 大小は 其絕對 値の 大小に 反す。 
ii 貢 數の關 係せ る 加法の 意義を 定 むる こと 次の 如し。' 3 の 中 一は Ii { こして 1 
一は 置なる、 ときは、' 3 の 和の 絕對値 は" 及 3 の絕對 値の 差に 等しく、 义 其符 
i 一號 は絕 對値大 なる 者の 符號に 同じ。 の 絕對値 等し X して、 符號 相反せ る 
數 一とき は、“/ の 和は 〇 に 等し。“/ 共に m 數な ると きは、“/ の 和は 亦 貢 數 
l | にして 其絕封 値は“ 及 3 の絕對 値の 和に 等し。 

:一 置數 ⑦關 係せ る 加 注 CO 意義を 斯 CO 如く 定む ると きは、 ：. M : ハょ く 交換の ぶ 則 爻 11:1 
377 一み 合は せの 法則に 遂 ふこと 容易に 驗證せ らるべ 

き ; fr な-^。 
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; 又 一般に。 V、、 •、に 伴 ひて 必ず'、 + /5>'、、+L 加法の 轉倒は 常に 可能に して K 
- 結果 唯一な り。 

一貢 數の關 係せ る 乘法及 除法は 所謂^: 號の 法則に よりて 定まる、 次の 諸式は 此 


無， 法則を 說明 す。 


理 



} 

5 

1 

i 

^ — • 

!1 

1 

ii ' 

II 


I 

5- 

i 

产 、 

1 


t 

1 

、 ^ 〆 

lj 

1 



if 

!1 


! 

^ ^ S 
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V 
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一乘 法が 交換、 組み合は せ、 及 加法に 對 する 分配の 法則に 遵 ふことの 驗證を こ > 

一 に 縷說 する の 必要 ぁらざる べし" 

M - 之を 要するに 正數貢 數の 全範 圍內に 於て 前章の 結 ^ に 揭げ 亡る、 数の 諸 原則 
盡く 成立す るの みならず 加法の 轉 倒は 凡ての 場合に 可能な り。 連續の 法則は 
唯數の 大小の みを 根據 として 小 ノ しも 加法に 關係 なき ことに 注 益すべし。 冇理 
九： 無理の ぁらゆる 數を總 括して 之を 實數 とい ふ。 實數は 其全體 に 於て、 空に 完全 
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なる 一 系統を 成し、 其全範 圍は統 | 的の 原則に ょ 9 て 支配せられ たり : o 
凡ての 正數及 貴數の 大小の 關 係を 具體 的に 表顯 せんと 欲せば、 之を 無限に 延 
長せ る 一直線 上の 凡ての 點に對 照すべし。 此 直線 上に 於て 任 1; に 一點〇 を 採 
りて 之に 〇なる，數を配、次に0と異なる一點 .^ を採9之に1を配す" 一 
般に d なる點 には、 p ' r os なる 比の 値 e を絕對 値と し、 . 1 が 〇 に對 して /: 
と同じ惻にぁると否らざるとに隨て正叉は負なる數“又は|3を齠す。斯の 
如くに して 此 直線 上の 偶々 の點 と、 個々 の實數 とを 相對 照す る ことを#。 此對 
照の 狀況は 次の 圖によ 9 て說明 せらる ベ L 、 箭は 小なる 數よ 9 大な る數 に in] 
ふ。 

」、 
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S; 
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rc- 
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第 十 章 極限 及 連績的 算法 


極： 

限 

及 一 

逆 

續. 

的 

算- 

法 S 


集積 點 、極限" 其 定義 及例〇 集積 點に闊 する 基本の 定理 a 無限 列數 、極限 郭在の 條件〇 極 
限と 四 則、 無理 數及興 算法の 第二の 定義 〇連續 的 算法の 定義、 連 績的 算法の 鑛張〇 眾調の 
變 動、 眾調な る 算法の 轉倒 

(二 

一直線 上の 俩 々の ii に侧ヶ の 数を 針 M して、 1; 大小 0> 購係を 其 tl 的に 表 M す 
べき ことは 旣に說 きたり.。 凡て 抽象的に 數を考 ふるに 當 9、 斯の 如き 幾何 學上 
の 形象を 連想して 大に 理解の 圓滑 を扶 くべき 場合 ^ だ 多く、 此の 如き 場合に 
於て は、 寧ろ 直に 幾何 學上の 思想に 因め る 言語を 用 ゐるを 便利な りと す。 但こ 
は ft *; として 言語の 簡約 ^ 目的と する に 過ぎず、 隨て 思想の 內容に 於て、 數に !i 
せる 考察と 幾何 學 的の 直覺 との 混同せられ ざるべき こと、 最注意 を 要す。 
先づ此 種の 用語 例 二三を 說明せ ん、 e より 大 にして みより 小なる 數を總 括し 
て、 之を a より-みに 至る 間隙 又はび… A なる 間隙 {•: ある 數 、と 云 ふ。" なる 数 
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みなる 間隙に 位すとは、 パは S より- 大にし て c より 小な りと いふ {: 同じ。 
は此 間隙の 兩端 にして、 場合にょ 9 て、 兩端の 一方 又は 雙方を 間隙の 中 
に收め 、或はし かせず。 5 丄 ，を此 間隙の 輻と いふ、 又 「“の 邊 9」 「近く」 とは“ 
を 含める 間隙と いふに 同じく、 通常 其 間隙の 雨 端は 不定な り 〇 これら 象形 的の 
語 旬 枚擧 に遑 ぁらず、 又 其 意義は 說明を 須ひ ずして 明なる べし。 

前章に 於て 無理 數四則 算法の 結果を ば 無限に 多くの 有理数の h 限 又は 下限と 
して 定めた 9。 今更に 此 思想を 擴 版 せんとす るに 當り 先づ集 積點な る 語を 說 
明せ ざるべ からず N 。 

無限に 多くの 定まりた る 數の一 系統 S がび を 上限と せる とき、 ヴ •若し X の最 
大の數 にぁらざる ときは、 V, の 諸數は 限 9 なくび の 附近に 集穑 す。 詳しく (一 r..I は 

ば w を 如何程 小なる 數 なりと する も 一/.! e f / なる 間隙の 中には ~ に 屬せる 

數 限りなく 多く 含まれたり。 例へ ば 

P 5 0,9 ? 0,999 (二 
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一の 如く 9 を 若干 個 丼べ 書きて 表は された る 凡ての 有限 小數を 一括して 之を 
j N となす ときは 1 は： C の 上限に して 而も 其 最大に あらず。 さて 如 河 fll 小に て 
一 もよ し、 w なる 數を與 ふるに U の 諸 數の中 一 I X より 大 なる 者 限りなく # ^ J 
すべし。 

|: 一般に 限りなく 多くの 定まれる 數の一 系統：^ の 諸數が 或 定まれる 數 2 の附 
j 近に 限りなく 集積す ると きは、- を ダの 集積 點と いふ。 卽ち 2 の 如何稆 近く 
| にも、 尙 詳しく 一 H はゾ、 S 幅 如何程 小く ともよし、 凡そ スを含 める あらゆる 問 

i 

隙の 中に、 ~ の 諸數が 限 9 なく 多く 含まる、 なり 0 10 ス なる 救 自らが に 屬 
すると 然らざ るとは 問 ふ 所に あらず。 

|| 總 括して 之を ~ と名づ く。 N を 組成せ る數は 凡ての 幹分數 及び :: つの 相 異な 
| る 幹 分数の 和な 9。 さて 1 2 は S の 集積 點な り、 げに も‘ fj, -r ナブ …… 

I ,i + ふ r …… は パに 屬せ るが 故に、 1 2 の 如何程 近くに も >： の 數 限りなく 存在 


HS3 


點 


積 
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す。 1 X 1 4 一般 (: 1^も亦$の集積點な，9。然.れども.0 + 0^ は\の集 

積點 にぁらず 、ぶの 諸 數の中 此數に 最近き は- 1 ナヤに して、 兩莕の 中間には 
がの 諸數一 も 存在せ ず。— ^r ナ °°r は 5 の 最大 ® 數 なり。 X U は 5 の 犯 豬點な 
り 〇〇 は S の 下限に して、 これ 卽ち 下限が 集積 點なる 例な り。 

“ 、•パを 二つ の 無理 數 とし、 其 展開の 係數を t の 項まで 採りて 作りた る 有限 小 
數をそれぞれれ>?と名づく。今順次？：を1、9/3 …… となして 作り 将べき 凡て 
の 有理数 3んを總括して之をグと名づくるに、デ ^ はれの愈：增大するに隨 
ひて、 愈：“： 3 に 近 迫して 究 まる 所な しと 雖； は V. の 上限 又は 下限に ぁら 
ず。 {第 九 章 (十一) を 看ょ)" V〆 は、 の 集積 點 なり。 げにも 


a 


§n 






It' n 


今' 3 の いづれ よりも (絕對 値に 於て) 大なる 數の一 つを 任意に 採りて 之を 


と 名づ くるに、 


Y U 


も 


V *H 丨 ('、\丨 '、> £.- 
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.^ ^ •••« ^ ^ :3 謀 “ 一 ^:^. ^ 窃碭 Ti?^r /J '?. 3 J r: -:? ■ 七 泫： 


/“ T l n) 1 、、 ( ，？ 1. > c 


にして？ , • こ r 3 は 共に 1 > を 超えず、 隨て— は 其絕對 値に 於て i 
より 4 な 9。 又絕對 値に 於て' や：… のい ヴれよ り も 小なる ； Lli 数を ff M にと 
りて 之を A と名づ くれば ^, は / r よ 9 大な 9 、是故 に 


a 


X,, 


は絕對 値に於て$:サょりも小なり。こゝに'み隨て；^ //- は“にょ編 ^ な 

* 

き 定まれる 數な るに 注意すべし。 是故に S を 增 大して 已まず ば L の ^ £絕對 
値に 於て 漸次 減 小して 究極す る 所な きを 知るべし。 卽ち 如何に 小なる 数，： を 
與 ふると も、 


/ ， • J 
\ ^ ^ 


r > 


f ? 

hh 


より ' if を定 むる とき、 7 を ] 0 とな さば r pi の 整数 部分の 桁數を W となす と 
•き 从 .をれ 以上の 自然 數 となして、 此條件 常に 充赞 せらるべし) ^ ' ょ ^ く 


3S0 


無 |i 

限 | 

列 一 
数 

及 

t 、 

極 
限 


- 隹 

なる 間隙に ^ 入す。“ 7 は n ^ n ^;' の 集積 點な り。 9, が 0 , 8 0 ミ///、 ) 

の 如き 数に. して、' 心 ：：： 等が 〇 なる 場合に 施すべき 些少の 更 J !* は 特に 辨 
明す るの 價なか るべ し。 

此伊 { ^ ては N の 諸數に 5 なる 自然 數の 附標 にょ 9 て與 へらる ゝ 一定の* ® 

序 f てぶ の顺 次增大 する に隨 ひ 、 N の 數は其 唯一の 集積 點に近 迫せ りこ 
设 こ。 

—nv 


(3 

r 




へ ^ < r 


の 如き 列 數の諸 項へ が“ の增大 すると ： . H : ハに、 X の 唯一の 集積 點 2 に 近 迫し 
て究 まる 所な， きとき は、 斯の 如き 狀態を 簡 短に 書き表は さんが 爲に 


Lim . 'r = 


なる 記法を 用ゐる Lim •は 羅甸語 Limes の 略語に して、 極限の 義な り。,， 卩 s 
とは“ の 漸次 ^ 大して 究 まる 所な かるべき を 示せる 符蝶 なり。 lit 式ょ 例へズ 


/tv 

s 
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次の 如く ill むべ し。 日く、 一‘ 無限に 增大 するとき 心の 極限は，" なり」 又は n 
の 無限に 增大 するとき へは j なる 極限に 近 组す。 」 斯の 如き 用語 a 、 馥雜な る 
事實を 簡潔に 指示せ ん爲 に用ゐ る暗號 に 過ぎざる を 看取すべし。" を 如何な 
る 自然 數と なすと ももは 決して 义に 等しから ず。 例へ ば 5 は 

P 9, P 99 , 0,99 9, ■ 

等の 數 ょり 成れり とするとき、 極限は 卽ち 1 なり。 然れ ども 術 數を 如何に 多 

くと ると も斯の 如き 有限 小數 の 決して 一 に 等しき ことなし p ()！ p o s な 

る 無限小 數は 1 に 等しと いふは 實は 5 の 極限 1 なりと いふに 異ならず。 

然れ ども 列へ ば、/, = 1,25\ = 3-748 の 如き 有限 小數 につきて 前の 如く' V を 作 
ると きは $ が 3 以上と なるとき-— は 常に J 說 000 に 等しき 如き 特別の 場合 ぁ 
り。此場合に於ては“ ~9 丨は本來の意義に於ての丛心の極限に非ず。之をしも 
極限の 中に 箕す るは、 强て 極限の 意義を 擗張 して 以て 或 場合に 於け る 用： m の 
上の 便利を 享けん とするな り.。 
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.(二) 

集積 點の觀 念は 旣に明 なりと して、 こ > に 一の 重要なる 定理を 證明せ ん とす。 

無限に 多くの 數 より 成れる X なる 一 系統が t 心なる 間隙に 收 められ /: 

ると きは、 ~ は少 くと も 一個の m 積點を 有す。 

« むなる 二 ^ の 定まりた る 數の 中間に 限りなく 多くの 數を容 れんと 欲する 
ときは、 此 等の 諸數の 少く とも 或 一個 所に 犯 積す る こと 已むを 得 •さる 所な り 
とい ふに 過ぎず。 是極め て i!f-I 嘹 なる 事 實 ならず や。 嚴 密に此 定理を 證明 せん 
と 欲せば 次 0 如くに 1 て 可な り。 

N の 諸 數は盡 く“ 6 なる 間隙に 含ま. a たりと いふが 故に、' み ^ し cn 然 

數 ならず ば 之に 代 ふるに 直ちに“ より .小なる 又は 直ちにみ より， 大なる 自然 
數を 以てし、 ~ の 諸 數をば 盡く 2> 、 ヴな る二俩 の 自然数に よりて 限られた る 問 

隙に 收 むる ことを 得。 さて” "なる 問 隙を 分ち て 

: で + LJM+1 4 十 2 「 1> + 24 + ¥ qlb:q 
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なる々 こ> 個 の關 隙と なすに ' S は、 盡く此 等の 諸 間隙 中に 收め られ 、而も X 
は 無限に 多くの 数ょり •成れる が 故に、 此等の 間隙の 中少 くと も 一つは、 がの 數 

限りなく 多くを 包含せ ざるを 得ず。 例へ ば— S : + 一 なる 問 隙を : H : ハーと な 

し、 さて 此 間隙を 分ち て 

9 


ミ. う 


'£(- + 


•* ) 


s' -r 


10 - £ ，-+ & ^ 之，,+ 1 

なる 咔側 CO II 隙と なすに、 前と 同樣に I て、 此等 s 問 隙 0) 印 小 ノく とも 一つ a 、 

S の數を 無限に 包 有せざる を 得ず。 今 1 + SP …… 'ミ： ^ 0 (ク <1 3 を 以 
て 其 一とし、 此 間隙を 分ち て 




i(i+T& … 1 -t 


si 


なる 十 個の 間隙と なし、 前と 同様の 論法を 適用す。 次第に 斯の 如くに して 


n r 
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I- + & + l,do P す k ふ ： 

P + ^ + …… +珍 si ーボ + ::: + J£ < 

或は 略して 一般に » …… > な る 間隙を 作る に、 _ :…. w なる 間隙は 漸次 狭小と 
なりて 究 まる 所な し 而も 此 等の 間隙の A の 諸 數を無 限 {: 多く 包 ^ する を 必 
すべし。 

さて斯 の 如くに して 定め 得た る、 れ、 c、 C れ は ある 定まりた る數の 

展 辭を與 ふ。 此 定まり /: る數を •'-と名づくるに、/は'<の集積點ならざるを 
荨 ず。 

げ にも ミを如何程小なる数とするも一，と、 |+ 3との中間にはメに園せる馼 
必ず 存在すべきな り。 何となら ば 與 へられた る 敷，： ょ 9 “ V 】 1 p なる 如き 指 
數 れを定 むる に}、 丄 v < 9 - , n/f 、< sr 隨て 
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;、 丨ス》 v < r < >‘、/ < r : 

なる により' r 丨❻ r + なる 間隙は、 全くへ ，へなる 11 隙を 包含せ り。 

さて 6 •… …： ，'なる 間隙 旣に ~ の 諸數を 含む が 故に；， なる 問 隙 

も 亦 勿論 然ら ざるを 得ず。 

是 にょりて te の 集積 點の存 在を 證明 すると 同時に、 實際 集積 點 (: 到達すべき 
方法を 知得せ り。 

(三) 

集積 點に關 して 前節に 證明 せる 基本 定理を 應 用して 無限 列 数 (•■: 極限の が 在す 
べき 條件を 定 むる ことを 得。 

^3 公 ゴ f ^5 

なる ^ 1 數の諸 項が 附數“ と共に 限りなく 增大 する 場合は 姑ら く 北！：！ きて、：^ の 
諸 項が 盡く或 一定の 間隙， …… びの 中に 位する 場合の みを 考 へんに、 先づ或 一 
定の 順位 以上に ぁる 諸 項 例へ ば、 ぐ 、、4: 等の 中二つ づ> の差{ 絕對 値) は 
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勿論 r / i を 超ぇず、 隨て此 等の 差に 一定の 上限 あり、 之を 5 の“ 位 以卜： の 
振幅と 名 づけ、 もを 以て 之を 表は す。 卽ち S 二 f - …… 等の 諸 數は盡 く Fiu 
…… Ktu なる 間隙の 中に 位す。 

sz I ^ A 05 f, A / + ^ 

4 は $ と共 に 變動 す， 然れ どもん はれの 增大 すると 共に、 決して 增大 する こ 
となし、 卽ち 

一 llv f l yv o r . llv 

これ’〇士 等の 意義ょり 直ちに 論 結 せらるべき 所な 9。 

是故に 心 1 f に 下限 あり。 之を 5 と名づ く。 附數 M を 適當に (大きく) 

選み て 以て“ 位 以上の 譜項の 振幅を 如何程 にても、 ，に 近 迫せ し tf る ことを 
得るな り。 特に 3 が 〇 に 等しき 場合に 於て は、 附數 a を 適當に 選み て， N の 
第# 位 以上の 諸 項の 差を 如何程 にても 小なる 豫め 定めら a ' /: る 限界 內 に 止 
まらし むる ことを 得べき なり。 例へ ば 
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: m 


> ) 


0-0. P 9 p ia f 


1 — 


10 , 


なるとき は^"、， にして、 S は 卽ち〇 な 90 

一般に A の ^ 數が 一定の 極限 2 を 有する ときは/は 〇 に 等し。 げにも セ 場 
合に 於て は S の 限りなく 增大 するとき、 心は 限りなく 2 に 近 迫す、 卽ち ミな 
る 正 數を任 意に 豫定 するとき、 之に 應 じて W を相當 に 定めて 以てて—、 £1 

: — £ をして 盡く ミより 小なら しむる ことを 得、 卽ち 

df をして 盡く二 J こ…… C + 0 なる 間隙の 中に 歸入せ しむる 

ことを 得。 隨て' ,"は^より小なり 0 "を如何に小なる數となすとも、之に應じ 

て" を 相當に 定めて 以て、〕 „< ^ ならしむることを得るは、卽ち ^ 々士 

の 下限、 〇が〇 なる を 示す にあらず して 何ぞゃ 0 

S に 一定の 極限 あるとき 3 は 〇 なりと いふ 事實は 之を 轉倒 する ことを， 郎 
ち、 〇 にして 〇 ならば、 CC に 一定の 極限な かるべ からず。 隨て パが 一定の 極限 
を 布す る爲に 必要に して 且充 分なる 條 件は 3 の 〇 なること にあ. り。 n . 尤吾輩 の 
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證明 •せんと 欲する 定理な •り。 

~ の 諸數は 盡 く- びなる 間隙の 中に ^ せる が 故に、 V , に 缒稂點 あり。 名 

し N に 一個よ 9 多くの 集積 點 あらは、 其 二つを r、 〆 と 名づ くるに}/ 、 ノ/ の 如 
何程の 近くに も パの 諸數 限りなく 存在すべき が 故に、 附數“ を 如何に 大とな 

すと も rr ff 一， 等の 中 r 、 v に 如何程 にても 近き 數 あり。 卽 ち ^ 隨て 

、ひも 亦 決して}/ 、，}, の ^ より 小なる ことを 得ず。 是故 に、〃 が 〇 なる ^ 合に 於 
ては N は 唯一 個の 集積 點を 有す、 之を 2 と名づ くるに、；、 は卽ち x の 極限な 
り。 げに も先づ 如何程 小なる 正 數にて もよ し、 豫め任 意に £ を 與ふべ I 。 

は 〇 なる が 故に、 扑を 相當に 選み て ^ < 0 ならしむ る ことを 得、 隨て rr < r . こ 

f は 盡く …… ？+ £: なる 間隙に 入る。〜 の 犯 積 點- は此問 

隙の 中に 位せざる を 得ざる が 故に ^: — ^ し … U 十 2 〇 なる 間隙、 況ん やて.— C -) 
…： (i なる 問 隙は 全く Kio …… KtJ なる 問 隙を 包括寸 / 是卽ち 
^ — > I > — が盡く絕對値に於て：-を超ぇざるを示せり 〇 ノは 
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の 〇 に 等しと いふ 事 實を言 ひ更 へて 次の 定理に 到達す。 


3 


ffn. 




/こ 


Af 

j - 


が 一定の 極限を 有する 爲に 必要に して 且充 分なる 條件 は、 豫め 如何なる (如 M 
程 小に て もょ し) JE 數-を 與 ふると も、 之に 應じて 適當 に" を 定め、 以て/: の 
位 以上の 二 項 nf の羞を して 恆に (卽ち 自然数み、々 の 選擇に !i 係な く) 
$ょりも沙ならしむることを得ることにぁり。〜の極限は此場 ^ に於て隹一 
個に 限り 存在し 得べき X - の m 積點に 外なら ず。 

(四) 

無限 列數の 極限に 關 する 次の 諸 定理は 簡單と 重要と を 兼ねたり。 


(」) 


Fly 




- 395 と 則 四と 限 極の 數列限 無 


( N 0 夕 , t ? , f 

なる 二つの 列數の 極限を それぞれ“、' 〆 となす ときは 

5 i + > こ ,? > 阡 ,? こ ± 、)，： 

3 夕 > ，， ^ ご 二 n T t 

、、一 f，n 

ご \ _r' KJ 


等の 無限 列 數の 極限は それぞれ、、 ! + > '、 > 一一な 9。 唯 其 最後の 場合に 於て a j 
が 〇 ならざる を 必要と し、 又 n " ^„ 等の 諸 項 中よ 9 ^ の 〇 に 等しき ものを 撤 
去せ ざるべ からず。 

先ヴ 和の 場合より 始め、 豫 め-を 與 ふるとき、 れを 適當 に ) 1 みて，： 02 然數 パに 
li 係な く 

'/ + > ! (、rf + />~+し 

の絕對 値を して-よりも 小なら I むる ことを 得べき を驗證 せんとす。 事最簡 
易な り。 S は與へ られた り、、 2 を 作る。 - 1 の 極限は"- なり。 人 2 に 藤 じて 相當 
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{: 饥を 定め、 以て 

7 — '/S+ L A - h 

ならしむ。 又 万 の 極限は 3 な 9 、 入 2 に 應じて 相當 に， g を 定め 以て 

II 丨、 V L 〈 C ' < 

ならしむ。 g 、 g の中大 なる 方を s と 名 づけて 

、/ + > I + 

を 作る に此恶 は S ょり 小な 9 。 卽ち 

3 + />こ $ + /> ご. 二 u + タ ニ 

の 極限は'、 ' i なる を 確め 得た 9 。 減法の 場合 亦 類推すべし。 

さて 3 f の 極限は 如何 0 

s ! aj r uf ^ — w n 十 wn I =nK 

= '9('、. I ’f し 十 ' d — / £ 

J [ の 諸數に 一定の 上限 あ 9 、 此 上限と 3 との いづれ ょりも ャなら ざる 數の 
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叫 || っを任意に採9て之を"と名づく。今。』を隨意に與へ、さて £ _ "を作9、、-、广， 
li 、 I ヌ 共に 絕對 的に 丄パを 超ぇざる が 如き 附數の 限界を 定む るに、 此限界 以 
「上 ® - al につきて は 

ap — a % , 

1 一 は 絕對 値に 於て S を 超ぇず。 積の 場合 完了す。 

列 商の 場合に 於て 計算 節 儉の爲 、先 づメの 〇 ならざる とき、 ^， の 中 〇 なる もの 
數 一 

の 一な しと 定めて 

極 一一 一 

限 ^ \ />' マ， 


四： の 極限丄 パなる べきを 辯 ぜん。 先づ 



ヶは 決して 〇 に 等しから ず、 又？ •は 〇 にあらず、 故に 絕對 値に 於て^ の 下限 
は 〇 にあらざる 或 正數ァ にして々 も 亦絕對 値に 於て r •を 下らず。 故に > の 
絕對 値は f ょ 9 小なら ず。 さて。 > の與 へられた ると き附數 $ の 限界を 適當 
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に 定めて ^ 丨> なる盖 の絕對 値を して 恨に 气ょ 9 も 小なら しむる ことを 得 0 
しか するとち J i i 

ItiT 

1 飞 〇) 極限 {: 1て旣に1_ダなる卜は、八' 0 極限の / / パなるべきこと旣に證 
明せられ たりと 謂 ふべ Lo 

一般に ^ "" …… の 極限は' •バ … •： なるとき、 J T を 以てさ.、 ぅ …… 等の 数の 間に 引 
續き四 則 算法を 或 定まれる 順序に 施すべき ことを 示し. 

<s y を 以て 此算 

法の 總結果 となす ときは 

Lim s - ズ 、/、=/>、： ) = /、 ? > ) 

な 9。 例へ ば ^ + 文 の 極限は Lim (息) + Lim (天) に 等しく、 " rrli して Lim ( A ) は 
«- に 叉 LiB S )はグに等しきが故に ^ +$の極限は'/>- +、なり。最一般な 
る 場合に 上の 定理を 證明 せんと 欲せば、 數學 的歸納 法を 用ゐ て關 係せ る數 
…… が— 個なる 場合を； 個ょり 少数の 數の il 係せ る 場合 {: 歸漭 せし む 
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數 


列 


本 


基 


一べき なり。 但 卜： 述の 定理に 於て 法が 〇 なる 除法の 排斥すべき こと 論を 俟たず 
: 最後に 尙注 意すべき 一條 ぁり。 g の 極限 a なるとき、 A の 諸 項の 一部分を 除 
一き 去る とき、 若し 尙限 9 なく 多くの 項殘留 する 場合に 於て は、 此等を q ' と名づ 
くるに A の 極限 も 亦“ な 9。 今 

( u ) ’ r ’ JT ^ ;》 ^ ^ : • 
r l 、) z r s r z r //、，こ ‘ 

と 置けば， く = に 1\ し 3 — ミなる 方 故に 3 1 、/ 0 極限は 〇隘 
| て泛 H 51 (3 — i の 極限は s —-0 I なり。 又 J . の 諸 項 (: 苦 千の (限り ぁる 一 
| 項數を 添加す ると き、 其 極限は 依然として 變ずる ことな L 。 

ジ ィ ヤス ドラス 及び ヵント ル、 メレ ーは 有理數 を 項と せる 列數の 極限と して 
無理 數を 定めたり。 ヵント ルは、 〇が〇 なる 有 理列數 を 基本 列數と 名づ く。 此見 
地を 立脚 點 となす ときは ^ 本 列數の 極限が 有理数なら ざると きは、 此列數 は 
.(其 極限と して) 一の 無理 數を定 むる ものにして、 此 一節に 於て 證明せ る 諸 定理 
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•は 卽ち 無理 數の關 係せ る 四 則の 定義に 外なら ず。：： 疋 a 畢竟 無限小 蚊を 以て 数 
を 表は すの 思想を 擴張 せる 者に して、 思 巧の 跡最明 透な り。 唯 同一の 數を ^ il む 
べき 基本 列 數が限 9 なく 多くの 異なる 形式を 有し 得べき の一點 最も 憾むべ し 

ノ 

(五) 

有 理數の 四 則 算法を 旣定 とし、 之よ 9 極限の 觀念 により. て 無理数の ii 係せ る 
四 則の 意義を 定め、 竟に四 則 算法は、 關係せ る數 の有理 無理た るを 問は ず、 凡 
ての 場合に 汎 通せる 法則に 遨ふを 確め 得た p •。今更に 統一的の 見地より 此結 
果を觀 察せん とす。 

四 則は 連續的 算法な 9。 ミ、 4 なる 二數 に SJC * る 算法を 施す とき 此 算法を/と 名 
づけ、 ミ、 4 に/なる 算法を 施せる 結果を 書き表は すに 、(‘ :, ) なる , 11! 號を以 て 
す。 今 •气ク に 充分 接近せ る 近似値 ^ "を 採りて 之に 同一の 算法を 施し、 以て 
/ ? :、/) をして 豫め隨 意に 定められた る 程度まで/ (ご) に 接近せ しむる こ？ こを 


• 


續 


算 

法 


捋る ときは、/ を連續 的の 算法と 云 ふ。 詳しく 言 ば Y f 、 ゥ が 與 へられ、 遗て 
: /( r ) が 定まれる 數な ると き、 豫め隨 意 (:° ^ A /.( r ) A < なる 艮界； J 『を ^ 
むる とき、 之に 應じて 

HO A I 〈 30、 一 h A Q A v “ 

なる 限界 ^ V 及び // 0 、 //; を適當 f :° 定め、 以て 

3 八 A •< m A v A u へ 

なる 限界 內 ょり 戈" を 如何 やぅに 採る とも、 必ず々 入/ ( i 、) 八れ ならしむ る 
ことを 得。 或は 再び 語を 換へて 言は. >、 先ヴ豫 め隨意 に，- を 與ふる とき 之に 
應じて 適 當に 3 を 定め、 以て 气 ，、.の 弟； 及びく， の 差が 絕對 値に 於て'。 を 超 
えざる 限り、/ ( f ぐ/)，/ (ぶ) の袭 をして 必ず 絕對 的に... ょ 9 大なら ざら しむる 
ことを 得べき なり。 

上述の 意義に 於て 四 則の 連續的 算法なる こと 容易に 驗證せ らるべ き 所な り。 
種々 の 連續的 算法を. 一定の 順序に 引き 續き行 ふとき、 其總 結果を 一の 算法 
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と 見做さ ば、 此 算法 も 亦 連續的 算法 r: るを 失は ず。 

言語の 簡 短を 期せん が 爲め 、例へ ば (7 备 なる 式に よりて 示された る 算法の 
場合に つきて 說かん に、 若し气 ' C- に 充分 接近せ る 近似値 r/ 。 を 採り'、 
此等 の數に 同樣の 算法を 施 こして ? •丁 S 0 を 作り、 以て (ハ 丄二 X とて* 

との 差を して、 如何程に て も 小なる、 豫め與 へられた る 限界 以下に Ih まら I む 
る ことを 得べき なり。 げにも 今 W + s + y/uk と 名 づけん {: 乘法は 連續 
的 算法なる が 故に V と W との 差を 與 へられた る數 "より 小なら しめんと 欲 
せ ば、 ご-と。 との 差、 及びと》 との 差を して、- に 應じて 適當に 定めら るべ 
き fc * 5 よ 9 も 小なら しめば、 卽ち 可な り。 さて 加法 も 亦連續 的の 算法なる が 
故に a とべとの 差を L て 3 よりかなら しめんと 欲せば ミと— 及 S と" との 
爱を して、 G に m じて 適當に 定めら るべき 數 グ よりも 小なら L め ば 則ち 可な 
り。 是故に 今 、 «0 を 以て 气 がの いづれ よりも 大 ならざる 數とな さば、 ミと ^ 
ぅとが 及び C と。 との產 にし て、 へより 小なる 間は (r- <s )c と ? + //V- と 


の ^ は-: を 超 ゆる ことな かるべき なり。 

最 一般なる 場合に 於ても 同 趣の 論法に ょりて、 先づ關 係せ る數 が“ 個なる 場 

合を は、.；： f ょり 小 ノ數の 數の關 係せ る 場合に 歸着 せしめ、 以て 卜 一 述の定 JI の證 
明を 完 くすべし。 

有理数の 範圍內 に 於て 連續 的なる 算法は、 之を 擴張 して 凡ての 數 の範圍 内 
に 於て 連續 的なる 算法と なすこと を 得。 

先づ>，$ …… ) は 有理數 の 範圍內 に 於て 連續 的な りと するとき 

一 7 ' ir ' ^ JI ミ ：：‘ •* ( jl ) 

^ ,? ,? > 、〜：：：：：：• (4) 

等の 有 理列数 の 極限を、 それぞれ"、 3 ……. 

とな t ときは 

/{、、：、、：•：)，/?/>,,:.)， …… (； i ) 

は 一定の 極限を 有す。 思想を 明確なら しめんと 欲せば、 例へ ば' ^ を以 

て a の 十進 A 叩數 法の 小數 第一、 二、 位圭でを採りて ^ 9たる有理數と做. 


淳 ^^ 浮 ^^^ 辟！ ^^ 趙？ 述潢 — 第——! 袅 i 


及 /; L.i ぶ： ... t> 5!': .^ 


ri sr' v 擊窮 絮 —s 


•4 
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十 


すべし ノげ .にも . 

J f t u f{/T.pf r l ) 

と 置き、 如何に 小 ^ 6正 数-を 與ふ ると も、 之に 應じ て" を 相當に 定め t 以 
て 


d 5-i-c 3 1- fiM 


の 振幅を- よりも 小なら •しむる を 得べき を 驗證 せんに、 先づ / は 連續的 算法 

なる が 故に" に應 じて 適當に 3 を 定め 气ゥ の變 動の 限界'〃 を 超え ざ 

る 限- 9 $ …： ，) の變動も亦：を超えざらしむることを ^1 。さて“、6 

の 極限'^- なる により、 ひに 應じて れを適當に定め以て ^ 二广… 

及夕 ，夕 1 の 振幅を して、 。より 小なら しむる ことを 得。 斯の 如く" を 定 

むる ときは^ M :+ 二 の 振幅は S を 超えず、 隨 て (3) の 列 數に一 定の 極限 ぁ 

SN 、 1 \1 を 2 と名づ く。 

さて 2 { i " p を 極限と せる 列 数 (1 (2 の 選擇に 除 ^ ^ し ^ しく 
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、 > 、 < 夕/ 

等が 亦 ' 3 を 極限と するとき は 

/(<乂 > …) ， /(> ご v < …)， /UV …)， 

の 極限は 卽ち •ス なり。 之を 證明 せんと 欲せ ir 

“/*、 U /(； > 、 < ) 

と 置きて ハ— ^ の 極限の 〇 なるべき を 示さ ば 則ち 足る。 假に广 1 ぶ/の 極限 
〇 にあらず とせば 此 差の 絕對値 一/ 夕， •：… )—/(</>、/ … ：• )1 は 〇 にあら ざ 
る 一定の 下限を 有す。 而も A と，' んと V • …： との 差は“ と共に 限 9 なく 減 
少すべ きが 故に、 是れ / が 連續的 算法な， 9 との 前提に 反せり.。 

以上の 觀察 にょりて 次の 結 M を 得。/ (， 5 …… ) が 有理数の 範圍內 に 於て 連續 
的 算法なる ときは 有理數 ミノ， を 以て 限りなく 定まれる 数 “、'〆 ::: .: (: 
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近 迫す ると き/ (，で ：. … ) は常 に 一定 G 極限-に 近廹す 。 

今 若し} 〆 ： …； 等の 一部 又は 全部が 無理 败な ると き 

/ H y (、/ 二 5 :) 

となして、 以て 無理数の 關係 せる 場合に 於け る/なる 算法の 意義を 定む ると 
きは、/ は 數の全 範圍に 於て 連續 的の 算法と なる。 又/をして 連續 的なら し 
めんと 欲せば/ ? > …… ) は 2 と 異なる 値を 取る ことを 得ず。 此主般 の 後半 
は 明瞭な り、 其 前半を 證 する こと 次の 如し。 

先づ •:… なる 定まれる 數を 採り/マ、. > …… ) を考 ふ。 に充 

分 接近せ る 有理数' み …… … ^? 4 沐 て/ T こ ^ *,…) /*( 3 、， ) との ^ を 

して、如何程にても小なる豫定の限界以內に止圭らしむることを得べきこと 
は 前文 旣に 述べたり。/ が 連續的 算法なる ことの 證明 は、 之に ょりて 完 きを 得 

たる か、 日く 否。 吾人は 尙そ れぞれ に 充分 近き 〆 、/ を 如何に 

とる とも 卽ち V〆 等が 無理 數を 含める 場合 C 於ても 亦 / K > …… ) と 


:… ) との 差を して 如何程に て も 小なら しむる を 得べき を 證明 せざる 

ベから ず。 今“、 3 を 含める 一定の 間隙 例へ ば 

'V V '◊ ヌ， P へ〉 •ziy v r 

なる 間隙を 考へ 、此 間隙の 中より 有 理數“ 、む. を 採 9 て/ K 夕 ：： ) を 

作る (•: 、 こは' み、 の 選擇に 從て變 動すべき 數な 9。 然れ ども/は 連續 

的 算法なる が 故に、 此變 動は 前述の 間隙と Jh ハに 定まるべき 一定の 上限を 超ぇ 

ず、 此 上限を ダと 名 づけ、 さて 此等の 間隙より. 有理 又は 無理なる，“、〆 

を 如何 やぅに 選擇 すると も 

、”/ ? > ) と 、-、"/('/ 二 9 い ) 

との 差 A H 二—、/ 1 の 決して ダより 大な るを 得ざる ことを 證せん とす。 若し 
假に f ? はぴ より 大な りと なすと きは 次の 如くに して 矛盾の 結論に 陷る〇 ノ 、厂 
の 差は ダよ 9 大 なりと いふが 故に 例へ ば 2をガより大なりとし」 ^? ド"， 
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\ v 、 I * C V A、 + & V A、 

なる 數、 I e 及；/ + e を 作る に 此二數 の ^ は 恰も y に 等し。 さて S、 9/、 …… に 

充分 近き 有理数 ^ み、 又 V ,、 に 充分 近き 有 理數气 // 、 ••… ：：を 採り、 

以て 

/ ? > ) 及 /( 5 夕 ) 

ffy ) 及 > 5 5 ) 

の ^ をして C より 小なら しむる ことを 得、 しか するとき は 

fa ， ) v 、 丨 3 t v f 1 a: 5 ) 

にして/ Vi …： .) と/ ( 5 //, …… ) との 差は びよ り大なり 〇 足卽ち矛盾の 

結論な 9。 

是 故に 前述の 間隙に 含まる ゝ 有理数の 範圍內 に 於て/の 變 動の 限界 ダを 超 
ぇざる ときは、 同一の 間隙 內に 於け る有理 無理 ぁらゆる 數に つきて i 亦/の 
變 動は 同一の 限界を 超ぇず。 さて ダを 如何に 小さく 豫定 すると も、 之に 應じ 
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㈤ 一 て 上の 間隙の 幅を 相當 {: 縮小し、 以て 此間 隙內に 於け る 有理数に つきての •/ 
の變 動を び 以下に 限る ことを 傅べき ことは 先に 證明せ る 所な り。 是 (': 至て 此 
證明 は洽く 同一 間隙 內に 於け る 凡ての 數の上 に 及べり。 卽ち擴 張せられ /: る 
/ の仍ほ 連續的 算法た るを 失は ざるを 確め 得た 9。 

上述の 定理を 特別の 場合に 應 用して 次の 結果を 得。 ミ、// … •： 等の 數の 間に 成 
立す る 等式には 畢竟/ ^ <s …… ) "Q なる 形を 與ふる ことを 得べ し。 さて ^ し/ 
にして 連續的 算法なら ば 此關 係が f 、 r / …… の 有 理數な る 凡ての 場合に 證明せ 
られた る 上は、 直に 之を 数の 全範圍 に 及ぼす ことを # 。 M へば 乘法の 交換の 法 
則は，- 二 ro なる 等式に ょ 9 て 表は さる、 さて 乘法 及び 減法 隨て： は 
連續的 算法なる こと、 及び 交換の 法則の 有 理數の 場合に 成立す る ことょり し 
て 直に 此 法則の 凡ての 數に つきて 成立す ベ. きを 推知し 得べき なり。 是 畢竟 上 
述の定理に於て-が常に〇なる場合に外ならず。 
j 之を 要するに 、有理数に 關係 せる 連續的 算法の 意義 及び 其 諸 性質は、 卜： 述の定 


法 算的續 連 及 限 極 


4L0 


理 (: ょりて 一々 驗證 せらる、 を 要せず、 一舉 して 盡く數 の 全範圍 «: 擴張 せら 
る A を m るな り。 

(六) 

連續的 算法の 轉 倒を、 最箇 短なる 場合に つきて 說明 せんが 爲に 、先づ ./なる 
連續的 算法に 關係 せる 諸數の 中の 或 一つに 特に 漭 眼して 之を ミと 名 づけ、 其 
他の 諸數を 省略して、 此算 法の 結果を 單 に/ S と 書く。 ミが 或る 範圍內 に 於 
て變動 するとき は/ (ごも 亦 之に 應 じて 或る 範圍內 に 於て 變 動す。 ^ し ミの 埘 
大 するとき/ 5 は 之に 伴 ひて 常に增 大し 又は 常に 減 小 するとき は/ (ごは 單 
調の 變動を なす 又は 更に 略して/は 單 調の 算法な 9 とい ふ。 例へ ば W の 定ま 
れる數 なるとき '/ +， A— 'np , '/? 等は 數の全 範圍を 通して 單調 なり。 又 f 
はさ' が 正数なる ときは 單 調に 增大 し、 f か 貴 數な ると きは 單 調に 減 小す。 

.單 調なる 連續的 算法の 轉倒は 唯一の 結果を 與へ 、此 結果は 亦單 調なる 連續 
的 算法な 9。 ' 


軍 

調 

な 

る 

算 

法 


4 


て、 (？) 

を單 調なる 連續的 算法と なし、 例へ ば f が“ よ 9 漸次 增大 して 〆 に 至ろ と 

き* ぅはむ より 順次 增大 して // に 至る となす ときは、}/ を 以て 6 がなる 間 

隙に 屬せ る或數 となす とき 

\ 卩 •/(、、* ) 

なる 如き 數“は “ …… ff r の 間隙に 於て 必ず、 而も 唯一 個に 限 9 存在す。 隨て S / 
を與へ て- 2: に 應 ずる ミを 定 むる こと 常に 可能なる が 故に、 此手續 きは 之を ぅ 
に 施 こせる 一の 算法と 考 ふること を 得、 此算 法の 結果は 卽ち ミなる により. 

rbu) 

と 書く とき、 ア は又單 調に して 連續 的な り、 卽ちゥ が。 より 漸次 增 大して ゲ 
に 至る とき ぼ f も 亦連續 的に“ よ 9 漸次 增 大して，〃 (: 至る。 是卽ち こ > に 
證明 せらるべき 定理の 內容な り。 

先つ 轉倒 の必 可能なる べきを 證せん 。み ゲ の 間隙 中よ 意に 3 なる 数 
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十 


を 採り、 次の 如く (: してび …… ，"なる 間隙の 數を二 群に 分つ、/ なる 如 
き數 f 卽ち 例へ ば r 3は第一の群に屬し'/ 3 >1なる如き數ミ卽ち例へ 
ば は 第二の 群に 屬す 。第一の 群に 屬せ る數は 凡て 第二の 群 (•: 屬せ る數 
よりも 小な り。 さて 此等雨 群の いづれ にも 屬せざ る數 あり. とせば そは / si 
ならしむべき 數 にして 斯の 如き 數‘ ミの ^ し 存在す とも、 唯一侗 に 限るべき こ 
とは 始めより 明， B な 9。 是 故に 轉 倒の 可能なる を證 せんと 欲せば 卜： 述の附 群 

の 未だ“ ，"なる 間隙の 凡ての 數 を綱羅 せざる を 確む るを 以て 充分な 9 と 

すべし。 假に此 等の 雨 群に して“ ：：： ，“ なる 間隙の 凡ての 數を 網羅せ りと な 
さば、 連續の 法則に よりて、 第一 群に 最大の 數 あるか 又は 第二 群に 最小の 数 あ 
るか、 いづれ か 其 一に 居らざる を 得ず。 若し 第一 群 {■: 最大の 數あ らば、 之を)‘， 
と名づ くるに 、 r は 第一 群 (: 屬す るが 故に/ 0、)</ で 又 r より 大な る數 は盡く 
第二 群に 屬すベ きが 故に S を 如何なる 正 數とな すと も/ 0 f)yw 卽 ち/ 0 f) 
—/0、)>>—/0.)にして/〇、ナじと/ご〇との差は£を如何にかならしむるも決し 
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三 


眾 

調 

な 

る 

算 

法 

の 

轉 

倒 


て 一定の 數」 r/{r) を 超ぇず。 是 / が 連續的 算法な 9 との 前提に 反せり。 第二 
群に 最小の 数 あるを 得ざる こと、 亦同樣 にして 證明 せらるべし。/ なる 
如き、 第一 群に も 又 第二 群に も屬 せざる、 唯一 個の 數 の 存冼 すべき こと爭 
ふ y から f 。 

さて メの it 大 するとき、“ も 亦 之に 件 ひて 增^ <^す べき r 
增 大して 〆 に 至る ときは、 3 は 漸次 增大 して/となる ( 

り 小な らし めんと 欲せば、 "に應 じて、。 を 適當に 定め、 

9 も 小なら しむれば 則ち 足る。 又 若し 豫 め、 c を與へ 

小なら しめんと 费せ は、 y 、 /7/ に該當 する 2 X 、 ズの .^ を^ ^ ^ て*: より' 小なら しむ 
れば則 ち 可な り。 逆の 算法ガ も 亦連續 的な り。 

/ が 單調に 減 小 するとき は P も亦單 調に 減 小す。 又/の 變動 の範圍 に k 限 又 
は 下限な き 場合 (•: 於て 施 t べき 更正は 特に 縷說 を須 ひざる ベ I。 

例へ ば 加法、 乘 法は 數の全 範圍を 通じて 單調な る 連續的 算法な 9、 故に 減法 及 


.こ、 論な し。〃 が 漸次 
.、ダの ^ を > て ri よ 
、ビ の逄を して、" よ 
S の ^ をして、。 よ 9 


414 ; 一び 除法 も 亦然ら ざるを 得ず。 

- 

|| 第 十一 章 冪 及對數 

霖一 慕 根の 存在、 基數 及び 指 數の變 動に 伴ふ憨 根の 變 動、 指數 限りなく 增大 するとき 怒 根は 限 
一1 5 なく 1 に 近 迫す 〇霖の 定義の 撗 張、 有理の 指數 、無理の 指數 〇 對數 、其 性質 〇 開 半の 
及 一 演算 

一 (一) 

對 '前章に 於て 連續的 算法 及び 其轉 倒に つきて 說 き /: る 諸-の 結果を 應用 すると 
一： きは、 冪 根 及び 對數 の說明 は 極めて 筒 短な り。 

數 P S の 定義を 擴張 して 指數が 有理数なる 場合 及び 更に 進みて 其 無理 數 なる 場合 
|| に 及ぼさん が 爲に 先づ恶 数を 正 數に限 9、 籮根の 性質を 論ぜん とす。 

一 尤 を 正 數とな すと き‘ ; r - は 積の 特例と して 連續的 算法な り。 W が 〇 ょり 贤次辦 
十 こ | 大して 限な くば ^- も 亦 〇 ょり 增 大して 究 まる 所な LC 卽ち/ は單 調なる ii 
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動 變其及 在 存の根 冪 


續的 算法な 9。 是故に 前章 (六) により. て 正 數 "を 任意 (■: 與 ふるとき//- •，•な 
る 如き 正 數ポは 唯一 個 {: 限 9 必ず 存在す。 ポをケ •の 平方根と いひ、 之を 表は 
すに 


By/// 


なる 記法を 以てす。 開平は 單調な る 連續的 算法に してび が 〇 より 始めて 限り 
なく 增大し 行く とき/も 亦 〇 より 始めて 限り. なく 增大 す。 

今指數 2 に 代 ふるに 任意の 自然 數# を 以てする とき、/ y ” $ は 亦 軍 調なる 連 
續的 算法に して 其轉倒 


H nn - ^ 


▼亦然 り。 W を" のれ 次の 冪 根と いふ。 羃 根の 乘法 及び 除法は 次の 式 (': ょる。 

三 

同 階級の® 根の 乘法 、除法は 基 數の乘 法 及び 除法に 歸 す。 又： 慕と 開 法との 順序 
は遛意 なり。 


r - •ご t I r . S 、 5 多 1 

- - - < h I 、> 


I 卽 ち" の S 次の S れ次 S 根は、“® れ 次の 置の g 次 S に 等し。 此 
j 等の 等式を 證明せ んと 欲せば 冪 及び 冪 根が 單 調の 算法なる を 利 川し、 兩節の " 
幕 一次の 冪を 比較すべし。 冽へ ば ⑴の 第一 式を 證明贫 んと欲 せ ば、 其附邊 の" 次 
一の S を 此較 すれば 可な り。 \= 教 多 上 \= ヨ へ (へ‘ r 

及 || 子の 數 $ 個に して 盡く 相等しき 場合に 擗般 せる に 過ぎず。 

一一 ^ 數の 定まれる ときは 慕 根の 大小は 基數の 大小に 件 ふこと 明な り。 次に 又 左 
f || 數 びを 定ま a る正數 とし、 指数れ の變 動に 伴 ふ 冪 根の 變 動を 考へ次 の 諸 定理 
こを 得。 

一 ” 1/ は 1 なる が 故に、 基數 e の 1ょり大又は小なると共に 0' “も亦1ょり大父 

|| は 小な り。 

一! 

I 蕋數グ ヵ 1 ょり 大な ると きは、 指 數の 僧大 する に隨 ひ ¥ 根は 減 小す。 基数が 
十二 I ょり 小なる ときは、 慕 根は 指數 と共に 曾大 す。 卽ち 
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動 變の根 冪 


㈠ 


S V L ミ \/ 』，なら ^ 1<5、、<ぐ// 

つこ 

又 9 < L i V ミなら ば 一 >3 V V '， 

之を ^ 明す るには 兩邊の _ 次の 111 を 比較すべし。 ( l u 气 ， { cf ! "H 
にして“ の 1 より 大又は 小なる に從 ひがは がよりも 大又は h なり。 

打の 1 より 大 なるとき はれの 增大 する に 件 ひて 1 は 減 小す 〇 # 愈； 增大 して 
止まず ば％ は 愈 I 1 に 近 迫して 究 まる 所な し。 

證 先つ 3 は“ の增大 するとき 減 小 すれ ども 決して i を 下らざる が 故に H 
は 1 より 小なら ざる 極 根を 有す。 今假に 此 極限 1 よ 9 大 なりと せ ば、 之を 
一 + 二 SV S と 名ヴ くるに 

" vv 、 i;v l + A 卽ち 5 IIV Q + こ，， 

はがが 如 和なる 自然 數な 9 とも 常に 成立すべきな 然れ ども これ 有り nly 
からざる 事に 屬す 。げ にも ニナ”)" 士 "(一 + 0 *( 一十 〇 n (一 + 4 + A 1 ty* v (一 .十々 丈 
卽ち (一 +,4 は 指數 1 を 加 ふる 每に •。よ 9 小なら ざる 增大 を來 すが 玟に 


s 


及 


0 


數 


• I 


(一 + 4>1 + S にして、 此數 は；； を 限り. なく 增 大して 以て 竟に 如何なる 數を 
も 超えし め 得べき ^ なり 0 

是 故に . V の 極限は 1 な 9 t が 1 より 小なる ときは W は" と * に it 大して 
限 9 なく 1 に 近 迫す。 

(二) 

S の 定義を 擗吸 して 指數が 有理数なる 場合に 及ぼさん とせば、 整の 指數に つ 
きて 一般に 成立すべき 

{V 3 -- n 

なる 關係を 基礎と すべし。 此法 則に して 犯すべからず とせられな ば/" u W を 
指數 とせる 羃に 之を 適用して 

を 得。 卽 ち 〆 は 之を；： 次の 羃の昂 土して、 で と 等しから しむべき 数な り。 隨 
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有 

理 

指 

数 

の 

冪 




a ? y >5 / a 、 


(一) 


とな さゾ るを 得ず。 又 若し 之を 以て 分數 を指數 とせる 羃の 定義と なすと きは、 
第二 章 (六) 及第 六 章 (二) に說 きたる 冪の 諸 性質は、 廣 義の籮 につきても 亦盡 
成立す。 卽ち 


く 




% H % J 

(5'、 H % 

r % 二 % = ( ミ - s 

P 


( ： i) 


- C : ^ 




(ご 


今 / i v = ぐ， .と 置き、 便利の 爲め =、> は： 止の 整數な りと 定むる とき 

は⑴の 第一 等式は 畢竟 

4 二/'% H ぐ'、— 1; . 

なる 等式に 外なら ず、 之を 驗證 せんと 欲せば 兩邊の 1 '次の ^ を 比較すべし。 

友 邊の 1 次の® は 


(V 、 3 ミ (VV 3 芝 


a 三 / a 与 - h all. 


數 


§ 一にして ( t ,; は 正 又は 貢の 整數 な 1 こは 明に 右邊の 叫 次の 镙に 等し。 

ii " 

j ( 3 ) の 驗證は 更に 簡 短な 9。 兩邊の 1 次の ¥ は 共に 1 に 等し。 14 ) も 亦 容易に 
一驗證 せらるべし。 

¥ 一|/、= ^5 .と置けばパはいに等しく。卽ち/に二つの連續的算法を ^ 續き施こ 
1 1 せる 結果な り。 是 故に 指 數パの 定まれる ときは％ は— に 施 こせる 連續的 算 
及 || 法な り。 慕 數ポは 正數に 限り、 P も 亦 パが 如何なる (正 又は 質の) 荷 理数な 9 
| 一と も 必ず 正數な 9。" 若し 正數な ると きは . r が 〇 より 漸次 增 大して 已まざ る 

|i 

斜 II とき、. .# も 亦 〇 より 漸次 增大 して 究 まる 所な し。 又 若し パが 貴 數な ると き a 
一％ は單 調に 減 小す、 而 して/が 限 9 なく 增大 するとき％ は 限りなく 減 小し' 

| 又ゼが 限 9 なく 減 小して 〇 に 近 廹す ると きは、％ は 却て 渐次坩 大して 究ま 
j る 所な L 。 

j 次 •{: 蕋數の 定まれる とき、 指數 "の 變動に 件 ふ W の變 動を 追蹤 せんに、 先 づ 
|| 基數が 1 なるとき は 1" は パに 關係な く 1 に 等し" 
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㈠ 


基數れ $ 1 よ 9 大な ると きは、 先づ パが 〇 なるとき％ は 1 に 等 L 。 パが 1 H 
數な らば 〆 は 1 より 大 なり。 げに も//! -^ と 置き 5、 ；： を 共 {; 自然 數 とな 
さば、 « 7/ は 1 より 大に して 前節の 定理に よ 9 て 0 は 1 より. 大な り。 又 パが m 
數な ると きは / i " i M と 置く に W は J の 逆數に 等しく J は 1 よ 9 大な 
るが 故に ^ は 1 より 卜な り。 

一般に $>1 なるとき は％ は 指數 と共に 埘大 す、 卽 ち/、 VV に 件 ひて％ > -, 
なり。 げ f : も％ — 气 = 气( % \、 I 1) にして V は 固よ 匁正、 又/、— 二は 正なる 
が 故に % . i VI よりて % - 气は 正數な り。 

是故に 基數？ が 1 より 大な ると きは％ は パと 共に 單調に 墦大 す。 今 其連續 
的なる ベき を證せ んが爲 に先ヴ "が 〇 に 近 迫す ると き％ は 限りなく 1 に ® 
迫 -.t るを 示さん とす。 先づ； .を I より 大に して 如何程 1 に 近き 數な りと す 
とも、 前節の 定理に よりて 

一 < !- 〈 c 


42 j なる— き自 ^ 夢れ は ^ す 存在す さて a a は 产と * に 減 小す るが 故に ( W A \ A ) 

i . 
il なるとき は 

一一 

一 .. 1 < % < '• 

一 _ 

幕 一又 パが 置 數 なるとき は パの 絕對 値を l i /; より 小なら しむる とき 

ii • 1 > 气 > 一 

及 一にして l r は 任意に 與 へられた る 1 より 小なる 正 數と考 ふること を 得。 

一 j パが 〇 に 近 迫す ると き W の 極限 1 に 等しき を 確め 得た る h は％ の與 へられ 
對 ： 一た ると き 

■ . . 

| \ I 、 % =：： %(\4 丨 I ) 

殷 一 I 

J よ 9 て' 〆 の逄を 相當に 小と なして％、 411 避て 又％、！， % を 如 M 积に 

こ ' 

一ても 小なら I むる ことを ^ 。" の 變動に 件 ふ 〆 の變 動は 連續 的な り。 

i 一 

|| びを ぐに 施 こせる 算法と 見做す とき、 こは 有理数の 籠に 於て 連續 的なる が 
2: 1 一 故に、" が 無理 數 なる 場合に 於け る此 算法の 意義を 補充して、 W を 數 の全範 !1 


般 

指 

數 

の 

幕 


に 於て 連續 的なら しむる ことを 得。 第 十 章 (五) の 定理は こ > に 其 最 X 4 の 例を 

得たり。 パが 無理 數な ると きは C 、 ' ' を 以て" を 極限と せる 有理 列馼 

となす とき 


の 極限は 卽 ち ^ x なり。 例へ ば 

J o o lrr s ■ n 9 


/n 


23 


19 ふ 
10 § 

1 0 妄 

1 QS 42 
J 9 4 :s 


n 10 引 = 2,511880: 
"10® "2,691531. 
B lop 0 2,716439: 

" 一 OE' " 2, 717090 : 
= 10—r 2,71825 f 


數 


對 


及 


U 
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十一 


等の 漸次 近 迫す る 極限 2,7182 22 9° : に 外なら ず。 

斯の 如くに して 指數 パの 凡ての 値の h に擴 張せられ たる 羃 1 :を "に 施せる 
算法と 考ふれ ば、 この 算法は 數の全 範圍を 通じて 連續 的に して、 蒜 數“が 1 
ょり 大 又は 小なる に從 ひて％ は パの 增大 すると 共に 單調に 埘大 し、 又は 成卜 
して 凡ての 正の 値を 採る。 

指數が 有理数なる 場合に 於て 證明せ られ たる (1) (2) (3) 等の 諸 定理は、 指數： か 無 
理數な ると き仍 成立す。 第 十 章 (五) を 參 照すべし。 

(三) 

蕋數 びの 與 へられた ると きは 1 : は/に 伴 ひて 單調に 且つ 連續 的に 變動 する 
が 故に、 第 十 章 (六) の 定理に よりて 此 算法の 轉倒 は、. 其 結果 唯一に L て亦單 調、 
連續 的な 9、 卽 ちがを 任意の 正 數とな すと き 


// 




なる 條 件を 充實 すべき H は" と共に 一定す。 W を" の ^ 0 ^ 0 n ガリ ズム) 或は 
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(三) 


尙 精密に、" を 基數 としての" の 對數と 云 ひ、 之を 表は すに 次の 法を 以て 

x = log'// (// V S 

對數は 正数の 全範圍 を 通じて 連續 的の 算法に して、 莱數； r T vs の I より 
大又は 小なる に從 ひて 單 調に 增大 又は 減 小す。 特に 


0 u lop L 

前節の 0 ⑵⑶ より 次の 關 係を 得 n 

/>=、 > 

と 置く ときは 


一 = loga 


= A’ tr 


/>//“ =5 


i r 


nu a 


よりて 


Mu log.'//,. 


log』 


より. 
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冪 
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3 -d 10gf/ 、 r? 




log . 




を 得。 或は 


( 1 *) 


■M 


一 og " ? + loga?A> u logfo 
一 ogv//- — logu?/：i = 10g=k 广 

積の 對數は 因子の 對數の 和に 等しく、 商の 對數は 實の對 数と 法の 對數 との 系 
に 等し。 積の 場合に 於て 因子の 數二個 ょり 多くと も 此事實 は 無論 成， Jx t C 
又/、-、 3 % =%ょ.^ 

$ = log 。？、； >•、♦* H log ',% 

或は 

/、 一 oga /、 H log ': % 

憨の 對數は 基數 の對數 と指數 との 積に 等し 。 

對數が 實用 卜： の 計算に 於て 極めて 重要なる は以 L の 二 性質に 甚く。 之に より. 
て對數 表を 用 £) て數の 乘法餘 法を 其 對数の 加法、 減法に、 又羃の 計算を It 玫 (/> 


( 2 ) 


( 2 * ) 


質 性 及義定 の數對 


倍加に 歸 着せし むる ことを 得べき なり 0 
又び 6 を， 以て 二つの 正數 となし 


% 


と 置けば 


气 卩 h 


i 


にして 此 相等しき 正數 を" と名づ くれば 

w* H log': ? ?r H 

卽ち 

一 og、、 // n 、、 • 一 og'、/ 

にして CO よ 9 


〇 2 W / 


一 og/v ， 


一 og v 


( 3 ) 


( 4 ) 


(3 


t 


を 基數 とせる 對數 より、 6 を 基數 とせる 對数に 移らん と 欲せば、 前者に log , 
を乘ず べし。 
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及 


對 


數 


十一 


基 數“が 1 に 等しき ときは IHr なる が 故に、 此 場合は 之を 排斥す VI ノ ぼ 
用 上に 於て なさる、 が 如く、 基數 “ を 1 より 大とな さば、 〆 は/が IH なると 
き 1 より 大に して、 叉 h が 置なる とき 1ょり小なるガ故に、1ょ9人なる數 
の對數 は 正、 1 より 小なる 數の對 數は貢 な 9。 又 基数より 大なる 數の對 數は 1 
より 大に して" 基數よ 9 小なる 數の 對數は 1 より. 小な 9。 

常用對 數 9 リツ グス 對數) に 於て は 10 を 基 數 とす。 10 を 基数と するとき は 


-共に 


// 卩 10、 


// X 1 9 n J0W 


// 二 9 


1 9 


なる が 故に、" を 十進 命數. 法に 表は せる とき、" の小數 點の 位置の 變動 は、 1 {: ハ 
對數 W に 整數を 加減す るに 歸 す。 是 故に 若し 例へ ば 1 と 10 との 問 (: ある 諸 
數の 對數を 知ら ば、 之ょり して 直に 凡ての 數の對 數を知 9 得べ し。 

理論 上の 考究に 於て 用ゐら る、 は 所謂 自然睁 數 (ネ ビ ール 對數) にして ノなる 
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文字を 以て 表は さる ゝ數を 基數 とす。 C は 自然 數 1 が 限りなく 增大 する 




y 


常 I 
用 一 

對 || 

數 II 

及 一 

自 I 一 

然 

對 

數 


の 近廹 する 所の 極限に して、 其 値は 次の 如し。 

對數 表の # 作者“ ンョン 、ネビ^ ~ ルは 

(1 0 0000011 (s H 1 S 

を用ゐ たり。 

f なる 數の 起源を 說明 せんこと 此册 子の 分に過ぎたり。 對數 表の 用法 及び 對 
數 計算の 巨細は た然 り。 

(四) 

開 法 及び 一般に：： の 計算には、 實際上 封 數表を 用ゐ るを 便利と す。 此處に は 
其 最簡單 なる 場合、 卽ち 開平 法の 演算を 簡略に 說明 せんとす。 

正數 e が 十進 命數 法に 於て 與 へられた ると き、 其 平方根. t の 十進 展開を 求む。 


43 I; " T 方 根は 一般に 無限小 數な るべき が 故に、 求む る 所の ^ は、 根の 首位 若 千な り 6 
| 小數 第れ 位 卽 ち 10- の 位まで 計算して 根の 値へ を 得たり とせば ("が 〇 又ょ 
I ; 置の 整數な ると き 亦 同じ) 

I 

怒 一 10 i』 > 二、 丨、 il\/ p ミ 〇 - v/ l!v r 

j ょりて t の數 字を 10 2 の 位まで 採りて 作れる 整數を .1 、 又れ の數 字ょ 9 成れる 

及 整數 を c > と 名 づけ 

1 : 

I ; 'i (」. + ' 〇 一〇丨丨 /* 一 > 5/ 1 V 0 

|i 

f |一 c. loi 

I 一と 置 力 ば 一。 队， よ- SW 二 0 = L - f - r' i ! v ^ さて . ••! 、 (> 立 自然 奴 こして r よ 1 
M V 

より パなる により」 |!\/ ^ 又(ク；104し>,/'、.より(ぐ+ご，* \/ 」+ ^ 

一如く s + lrv 」 を将 。卽ち I 

I 一 ( ？ 一 rvKi / $ 

j 一 

ナ ー II Q は 其 平方 . 4 を 超ぇざる 最大の 自然数な り。 卽 ち“ の 平方根を 10" の ® まで 
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㈣ 


罰 算せん と 欲せば、 t を 10 全の 位まで 採 9 て 作 9 たる 整 數— の： 个方 根の 整 數 
部分 〇を求めて之を价にて除すべきなり。 

W の數 字を 一の 位より 始めて 左右に 二つ づつに 旬 ^ り、 之を 

.. S " 之 100)" + f (loo)f - + f (§)rr- …… 

なる 形と なす" こ、 にび/、 ル «/, は いづれ も H より 小なる 整数に L て、 心の 附數 
たは 其 1 09 の 位に 屬せ るを 示せ^^は 正 又は 貢の 整數 又は 〇 なること を 得 0 」 
斯く するとき は 10 、- .は 平方根の 最高 位を 與ふ 。げ にも.々 を 介の 位まで 求めん 
と 欲せば、 前に 言へ る 所に よ 9 て」- rf /' に L て ' C , と//' は 其 平；！？ 心 を 超え ♦さ 
る 最大の 整數 、隨て 1 乃至 9 の 外に 出です。 心を 定む るには 順次 1 よ 99 に 
る整數 を點檢 すべし。 

一般に 

」、 3 n ( ’//' '//i ) 

と 置く ときは ('/、''/、 i ) ('// ir'/T こ は k , ('ミ f )， Ff ff ) の ^ だ K ;> 


2 

3 

4 


怒 


及 


對 


數 


十一 


「整数 部分」 なり。 こゝに V は 数字び は 二 個 ® 數字 0 漣 籟を表 はせ るに 注 ^ す 
べし。 根の 數 字の 決定は 循進 的な り。 

今相當 の - 1 を 採 9 て 根の 首位の 數字 若干 個、 冽へ ば 10 Tl の 位まで、 旣に 決定せ 
られ たりと し、 卽ち 

(？■ IT V . i iiv f /, f f :…： f ) 

なる 整數 (> を 得たり とし、 更に 進みて 根の 数字 一個^を 求めん が 爲に、 1 、 j 
を 姑ら く 略し て v ゲと 書き、 を 4 の 結 M に 添附 I て 

、一、"、 U 0。 + '/、 10 0 > r/、 iiv o 

を 作. 9 

S 、 十一)」 > 」、 liv s c 、 " c X 一〇 + ぐ、 

と 置く、 ゲは 1 乃至 9 の數 字を 點檢 して 之を 定め 得べ しと 雖、 其煩勞 を 成る 


く 


節約 せんが 爲に 、次の 計算を 行 ふ。 先づ 


M 


q X 100 n (」— c exso + $、 


と置き」、 ^ 5〇产" ^ 二00 + 20? + 'ょ 


433 


算演の 平 開 
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1 0 c l れ气 + TO CI 

を 得び は此一 v 等式に 適合すべき 最大の 1 數 なり。 最故 にゲは 決して >> .; ()，> 
なる 商の 整數 部分を 超えず。 此事實 を 利用して ゲを定 むる 點 檢の區 域を 嘴 h 
する ことを 得 。 Q が 二桁 以上の 數 なるとき は _ は 1 よ 9 小なる が 故に、 ゲ 
は 一般にき 20 C の整數 部分に 等し。 

旣にゲ を 決定し 得た る 後， 更に 根の 次位の 數字 < 詳しく 言は •ゝ" ：を決 定せ 
んと f せ ば VI の 末尾に " 卽ち «>, ) を 添附 して 」、、 U 」、 X 1 8 +'、 を JIL 9 、 x 
1?/ = k 、、 Is 二 8 を 求む 〇见を 求む るには 

与〃 (、一、— CP ) x 一〇〇 + '，、、 

、一、— c 、2 H r i ! S X 一〇〇 + \ 丨 20 C - 7、 丨 ^ 

"5 1(200 + '/、)、/、 '' 

を用ゐ るべ し。 

例へ ば 2 の 平方根を 求む るに 

5 " 2 |邑| ぞ .. THH 


43 


冪 


及 


對 
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卽ちら は 2、 々は u、 I 以下 盡〇な ，9。 先づ t 一, 5 == 一〇〇 

fe ;: 20 '/〇 = 5 ilv 、/l 

仏 は實は 4 なり。 次に 

た、 = U 00 — i + 4 ) X 与 X 一〇〇 = 5 0 
与： 20 c 、 H 4 8 : 28 0 H l ilv s • 

此 場合には </t; は 1 なり 0 此 計算を ば 次の 如く 排列す。 

; 左側の S8, , _ は卽ち 逐次の 运 
142. にして 甘： ハ 右端に 該當 のゲを 添附 じて： M: 
L , 2824 2828 2 を 作る。 之に〆 を 乘 じて 

得た る 積を 逐次 引きて . ir を 作る。 又 a 4 , 
28 L 282 4 に 其 末尾の 數 字を 加へ て、 卽ち 
20 C + 气 にゲを 加へ て 28 , 28$ 28 泛 卽 
ち 2 C 、 を 得。 布 t の 技巧を 看るべし。 


〇 

0 

〇 

〇 

0 

〇 


j 〇 1 

0 8 

〇 6 ~ 4 2 
0 9 1 


281 


1190 

1129 

0 

6 

60 

56 

400 

564 


2 

8 

2 

8 

2 


叫 


開 

平 

0 

演 

算 


又 一般に ^. の 平方根の 整數 部分 0 を 定め 得た ると き、 a を 以て 一 (P ょり 小な 
る數 となして 

、 一 x 10 レ + へ /; > Jr = c x 1 Q ~ + k 

置き、 Z を 求めん. とする に、 L の關 系よ 9 

」- 丨 10 4 


1 C 


10 よ 


29 丄 - 


nr 


左 ii © 數 を； iE ^ L て 之を おと 名 づけ、 又 \の&:4り-小なる (: 养歧しぐ. 

Z 皆 ご V M IIV 2 皆 

を 得。 故に 


為 

43 


d'r iiv 、 V y c! + 


2 c 

一 厂 一一 

2 C ! 丨と tc c + 


を 得。 Z は； 2 ベ r と ^ / + I T との 中間に あり。 此二 つの 商の 數字の 一致 •する 限 
りは、 卽 ち-の 首位に して 


M 71 T 

パ？.： fn 

a c 2 C + 


Jl 


a c i + i) / 5 


A 


if 

3 

4 


冪 


及 


なる が 故に、 此等の 商と X との 差は J ? w を M えず ( 
例へ ば 2000 0 の 平方根の 整数 部分 1 4 一を 求め、 
根の 小數 部分を 求めん 爲に 

一 S 


ra 平 剩餘一 1 9 を 得た る 時、 


對 


數 


1 


" 0421 . 




を 計算し、 根の 數字 小數點 以下 二位を 確む る こ， こを 得た ' 90 
此方 法に ょり •て 平方根を 豫定の 位まで 定む べき 場合に 於て、 其 位 數の大 約 前 
一半を 則 算せる 後、 他 ® 一半を 除法に ょりて 決定す る ことを 得 0 
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1 


錄 


附 


「フ ー ト ，ノ ー ト J とい ふ もの 邦文の 書に 入り 難し G 本文の 各處に 添 ふべき 重なる ? I 用 及き E ® I1 を 
取りまとめて、 卷末 に 附す るに 當 り、 印刷の 進行 中に 心つ きたる 本文の 修正 追 補 二三を 倂せ收 む。 
太き 字體 、例へ ば 六 仇とは 第 六 章 第 九 節を 指す。 

I 、 二 自然 數を 論せ る 著書の 最 勢力 6 る 翁 二三を 擧ぐ〇 クロ ネ ッ方丨 、「數 の觀 念に つきて」 ( Kil — 

er , Ueber den zahlbegl . 3 此論 文は rr トワ ルド， ツチ ^ 

g ——1 59 jahrigen Jtiljif ^ 

る こと」 Hehnholz, zah r 二 md s l§ を 載す 〇ク Tr ネッカ ー の 論文は タレ〆 レ卷百 一 及 全集 卷 三 / 
一に轉 載せ り。 クロ ネッカ ーは 冒頭 一予は 數の觀 念を 說 明す るに 最妥當 なる 發足點 は 順序 數にぁ 6 
と 信す」 の 語を 置けり デ、 キント 「數 とは 何 ぞ ^ 」l) s- ^ ilKl,wassin{lulHlwass:=<ml ? : ^ 

1 8 00 7 ム) ：3 の 所論は 更に 根本的に して、 「物の 集まり」 及淇對 照を 基礎と せ h, c 開 卷先づ 「凡そ 證 明し 
得べき ことは 必ず 證 明せられ ざる、 ベから 中」 の 語 f : 接す。 全篇の 論調 推して 知るべし 〇其他 シ ，丨べ 
ル ト 、フ レー ゲ 、シユ レ 1 ダ ー ( ? =-■ = き. t ^ マ ego , schr c : 二 2 0 等の # 名 あ シ〇デ 、キン ドの 所論の | 斑 
は ウ f パ！ の 初等 數學 全書 ( wol )5 clld < Jpt き 
ふを 得べ し C 

二 ® デ リク レ ー の證 明は 其 整數論 講義 ( uil.ichlet, vorlingen 『一ぞ ^ 

| 1 此 或數 を命數 法に て 表すは 此數を 「繇 級數」 !: 展開す るな り。 is 數 論の 思想を 獻 0 ? 乾 C 應 用し 
て成效 せる 者 近時 ヘンゼル 氏 ぁり。 



I ( I Q — 明 中 最有 力なる 論 據は關 係せ る 数が 怨數 なる 結 果 として、 ン》 よぅ ？ t vn 
を 得る にあ bo 此點最 注意を 要す 0 • j 

三 X 眞四 HQ 三條を 原則と 名 づけた も 現代 Q 暴に 5 之 11 i(Axf t 」？ v し。 而し 

，て 處に 所謂 數 (正負 整數及 零) の觀 念® か •に 54。 _ ■'湯を 起す の货當 
と 信すべき 理由 あり •て、 故ら に 之を 用&ざ りき。 * 

精 J ^ に 考 ゞ ば 次の 如き 露を 生ず。 日、 此等 ill して 獨 立？ や、 si り や。 

一 家？ f 《 I ゃ。 例 へ ば 5 原則— 一原 則 sf f ;Qf ! す 
第一 F 用— 果てよ く ^ 一、 第二の 雨 原則と 相 ^ る や ^ や o jit t g る 埒！ よ 辑 
に諧 ふには、 除 b 高き に 過ぎた 卜〇 •し , n , 

1 六 ^ 頁 「アルキメデスの 法則」 の 語は 便利 上假 用せ るに 過ぎす。 所， f ル キメ r スの i 則よ 名 L 
章に 說 ける 者な り〇兩者全く顴似の形絷を具へざるに非す〇 :丨 ，！ ノ 

四 _ 最小 公 鍵を 先にす るの 便利— こと、 蓋し ポアンソ— (Jf 三) の 1?。 

最大 公約 數を 求む 10 方法 、 I ジッドの 法式に つ i 八 章 I : 

: ?■ ォフ アン ト ( DICPhant ) は アレ キナン ドリ ヤの 人、 紀元 三百 五十 年頃 ジュリ ヤン 帝 0 洽主 f 
享年 A 志歲 著書 士二卷 。一次 方 S の 解法は デブ Kr に始 .まる。 震を 係 t JL 、 ^ t / s $ 
U 含？ 方 襲を 整數を 以て 解かん 冬る 屋—所 ■定 方程式の 解 J 亦 デ：' ファントに， 始まる。 

屬を 一般に： チ ミント 方程式 4 づけ、 之を 論 f 霧 論の 一部を デす ファン チ— ク 

' \ly 

四 (^ エラ トス 7* ネス ( E — henes ) 紀元前 二 七 六 I f 九 四，#。 


ユーク ジッド ( Euclid ) 紀元前 三百 年 〇ブラ トーの 門人。 著書の 最 有名なる はユレ メンツ (p r m § £ 
にして 其 中 十三 卷は 後世に 傳はれ り。 其 幾何 學に關 せる 部分は 汎く 世 {: 知らる 〇笫七 、八、 九の 三卷 
は 整數 論を 含む 0 

偶數 にして 素數な るは 2 に 限る 〇奇數 の 素數の 中 4>+1, 44-1なる形の二秫を 1& 別するに、雨劣 

共に 無限に 存在す 0 47 T 1 の 如き 素數 (3, 711,1 9 等) の 限 ぅ なく 存在す るを 證す るには 

4 3. 5. p — 一 

なる 數につ きて ユ！ クリク ドの 證 明を 模 傚す V し。 4 //. —一 の 如き 形の 數は 因子と して 少く とも 一個 
の 4 A 丨 i なる 形の 素數を 含まざる を 得ざる に 注意すべし 0 

47 i 十一の 形の 素数 (5, 13, 17 等) の 限りなく # |£ する ことは、 しかく 簡 跟 には s iw し雞 し。 0 六 章 
(十) の 結果を 用ゐて 次の 如く 此事 實を證 明す る ことを 得。 

1 +一 なる 式に 於て％ を 任意の 偶數 となして 得 V き數の 素数 因子は 鎞い 4 / TM 0 形を 存す 〇 げ にも 
今 $を或偶數とし、1+1の素數因子(必中奇數)の|つをハと名づ{れば.，す|1(！|こ>)にして 
第 六 章 十の ( 1 ) 式に 於け る e は 4 又 ^ b ) は p —1 隨 て/ > — 1 リ < 卽 /34/ 十一 例へ ば” v を 2 、4 、 G 、s 
となす {: 、吆+ 1 = 5 > ^ +l = 17, ^ + ln 37 ,8 w + lnG 5 •一 3 さて g : ,+ l 0 形 0 素數 0 限りなく # 
在すべき を證 せんに、 假に斯 の 如き 素 數の數 に 限 ありて 5、 13 、 17 、 …… ァに謊 きたりと せ ば、 次の 
如くに して 矛盾の 結果に 陷る 〇 sn . N / し. 13. …： 4 とな して 1 4- 1 を 作る に此數 0 素 數 因子は 4 r . i 
の 形を なし、 而も 5、 13 、 17 、 …… P 以外 0 數な 50 

奇數 となす ときは も +一 は 2 を 以て 整除し 得 V く」 ！^ : I . の素數园子は盡{41二の形をな 

K- 

せり、 例へ ば 32 十一 U2 . f >, r / + l =2 b ,7£"2 .s 
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气磊 外の 議は盡 く f 一 又は f 一 Q 形— せり、 は 前栽に S 、 气 • •よ 
後者に t り。 f 1 Q 形の 數の 雲學の 中には 同— — 少く とも 一個 1 せ f _へ1 ヤ^ 1 ( 

^ 3. 5. 7 •一一 .P 丨 ，1 

なる 數 につきて ッ ドの—— 用し fl の 形— 着 限に ■す—— す、 へし。 f 一 
SS 數 の 限りなく 存在す べきを 證 せんと 欲せば 先づ f ネニ 昼て f 貧の—— すと き、 

I を？— 認む べし。 ( J )(" riT 5 — IS 1 

お パり が 相 素なる ときは ミ i の 形の 盡 tit I 項と— とに _數なき_ 
級 數の諸 項 中には 限りなく 多 C の素數 あり 〇此 定理は 整數 論に 於て頗 ち 有名に して、 デ リク レ ーの &• 
めて 證明 せる 所な 50 /、^一 の 場合の 外、 此定理 の證明 は甚 困難な 、 hb 

五、 分數— 通の 定義は よく 知らる、 事に て 又 後 章に 於ても 說炉 5 きに よ 气 此處 こ— らに厅 
奇の 立脚點 を とれ 50 

班」 の 語は 便利の 爲め假 に 用ゐ たるに 過ぎす、} 般 に通用すべからす〇 
五 ( S ) 乘 法の 定義を 次の 如く 言 ひ 表すは 不正確な 〇〇 " に？ 慕 tof より 心に 達すべき 手 错き 
をび に 施 こす？。 例へ ば 心 i illjli = K 乂 . r 二., 一 

“ 一 •十一 + 1 3 4 J‘f 气ヌ':_一+こ、 
a x 2 + v a + 一、 a 上述の 定義を 完全なら しめんと 欲せば 次の 如く 之— Fi し。 1 よ も 
加 及 等 1 に t て b に 達する と同樣 にして. より 倍加 及 等分に 一 て A に 達 t こ—— し、 J 
れ とも 亦 平凡な b。 bs 理數 なる 場合 S 斯の f 定義は 用に 堪へ t 要するに、 これ 數の觀 念 


の 明瞭なら ざ 5 し 時代の 遺物な bo 

六 (+) フ； マ ー ( FiE , :ii — — r )) は 法律家に して 數學は 其 閑 餘の樂 事なる に 過ぎす。 整數 
論に 於て は 空前の 碩學な 5。 

オィ ラ ー ( ler 二 707 丨 1783 ) の 名は 數學の 各 分科に 光輝を 放てり 0 

七、 第 七 章に 說 ける 如き 硏究は 遠く ハミルトンの 四 元 法 ( Qlmts ’ ukm ) に 8$ 胎せ り〇 グラスマン 0 
Ausdehnungslehre は == 元 法と も 謂 ふべ し。 斯の 如き 「異 算術」 にぁり ては、 乘法は 交換の 法 W に 遵 
はず 〇是に 於て 數と 算法， とを 區別 して 算法の 定義ょり 生す る 結論と、 數の 性 S に 因す る 結論と を 鎰 
別す るの 必要を 生す。 此 見地ょ 5 飜て有 理數及 其 四 則 算法を 審查す 〇所謂 錄法の 形式 上 不易の 原則 
，は 斯 {して 生れ 出で たり。 此 F 則の 命名は/ ンケル ( Hankd , Tllsrietls * in 一 iloxeu Z EL 二^^^ 

1 0〇 78)に始まる。 

グラスマンは 合 離の 算法を 表すに () なる 記號を 用ゐた り、 ストルツは (■こ 代 ふるこ。 を 以てし 
/ン クルは 函數 記 法を 找り て"、 ノを 用 S た 6。 吾 逝は M 史上の 由來 に關 係な く、 印刷の 更宜 上、 
合 離 0 記 號を 本文 0 如く 定めて 假用 せり。 

(二 五 五 頁) 「代數 的の 數 」 (ai t sle zahl ) とは 現代の 數學に 於て ® 

說明 する は此 書の 企及せ ざる 所な り。 但此 語に つきて 注意す Y ぎ 一條 ぁり 〇 古風 0 數學魯 又は 通俗 
數學書 (特に 或 種の 初等 敎科 書) 等に 於て 此 語を 負數 又は 所謂 不盡篇 极など 0 義に 用ゐた る ^ なき 
を 保せ ず 〇然れ ども 斯の 如きは 當今 0 數學社 會 一般に 用ゐら る、 用語 例を 違犯せ る 者な 卜〇 「代数 的 

の數」 とは 正 又 負の 整數 を係數 とせる 代數 方程式 ( a \- 十 f 7 B i + H cr np ら A if は 整數) 

の 根たり 得べき 數を言 ふな^'。 凡ての 有理數 、凡ての 有理數 0 慕 根、 或は これらに 四 則を 施して 锝 


錄 


附 


6 


らる へき 銳は 勿；^ ■く 「化 銳盼の 數」 の # 例な I 然れ ども 代數 的 の 數は 未だ 斯 0 如き 數 に # きた 

算法の 形式 上 不易の M 則の みを 根 據 としては、 旣に 「不盡 ^ 根」を說明するにも困難を戚す。试に 
1、 9 +1/ T を說 明せ ' J : 0 、但 この 困難は 絕對的 に 排除し 得ざる に 非ず C 然れ ども 「代 數的 7 い r CM 
數 J 0 觀 念には 此原則 0 みを 根據 として 到底 到着す る ことを 得ず 0 

此 瑟問譽 篇靈學 Q 進步 によ 名 激發 f れたる 所に して、 績者 に審备 f 期 f ざる 

1 E 0 範圍以 外に 屬 せりと 知るべし 〇唯ぁ f 時代 違 ひなる 誤解を 防がん が 爲に数 VI を 费せ るに 過 

七に (二 六 六 頁) 準數單 位の 語 亦 此書假 に 用ゐる 所、——〗 X , Eiul I . t 等を 逆 想す 0 
不關數 (一一 — _te zalrs £ l こ 無效數 ? 5 ぎ^^ 

of £ l 3 に 於て は— heit 又は ilical cf I 等の 語 例 あ bo * f 
七 ( S ) (二八 〇 頁) (一) 0 原則より 發 足して 負數の 意義を 定めた る 後 再び 飜て (二 0 原— i ? す。 
此驗證 の絕對 的に 必要なる に 注意すべし 〇 ( 一 ) の 諸 原則は 幸に 負數 につきて ち 成立せ り。 大小 [I Iii 
する 性質は 正數の 場合と 負數 QA く 同 一 に ぁらざる に 非ず や 〇正數 0 原則を 鐘 別にぬ 數に 適 / In 
す )^ からす。 ダラ ンべル ( D > lcmbert •，一 717183 ) の 誤解は 良好なる 訓戒を 含めり 0 i 
八 に 吾人が 量の 原則として 擧げた る 者は、 S の 性質の 中簡 軍なる ものを 無意義に 羅列した る i : ち 
ら す〇 此 等は 重複 及遗 漏な く ® の 特徵を 盡 くせる 者な bo m 祓 なしと ぃふは 此等の 原則の 中の 一が 
他 S の 猿上蠢 Q 結果 2 f 喜 益 f しとぃ ふ 1 T 此等 i 靈复 S る S 卽ちを 
な 卜、 量と ぃふ 者 以外に 此 等の 諸 性 ® を 具へ たる 者な きの 義なり 〇 附錄三 (この 部を 參照せ よ。 


量とは 增 減し 得べき 者な りと いふ 通俗の 解釋 は、 A 甩を數 學的觀 念と なすには 餘に 粗笨な bo (一) に 
於て 凡そ 人の 感覺に 3¢ 度を 異にする 印象を 與へ得 V き潘を <里 な りといへる亦然，り。美醜、苦 50 、快樂、 
問題 0 難易、 說 明の 巧 描 等は 數學 {; 所 1 一量と なすこと 難し。 要するに 數學 ! : 於て 1-1 ¥ こ稱す る ものは 
(二) に述 V たる 諸 性質を 具へ たる 者に 限れ bo 

又 こ、 ( C 量と 稱す るは 連續 的の S に 限れ り〇此故に物の數などは之を最の圈外に排斥せ〇。 

又 量の 大小 加 合 等は 本來 一定の 意義を 有する にあらず 〇 ( 二) 0 諸 原則に 紙觸 せざる 範 _ 內に 於て 如 
何 やぅに も 之を 定めて 可な bo (二) にいへ る 如くに して 加 合と いふ こと 0 成され 得べき ことは 必要 
な N 。 然れ ども そは 幾通りに もな され 得べき か 知る V からず 。例へ ば 二つ ® 畏 さの 和を ば 之を つぎ 
足せる 長さ} なすは 通常の 意義な り〇 然れ ども 又 甲の 長さの 一端に 乙の 長さを 直 允に 立て、 作れる 
直角三角形の 弦を 以て 甲乙の 和な りと いふと も、 ょく (二) の 諸 原則に 適 ふべ し 〇此意 袭 に て A なる 數 
値を 有する 長さは、 通常の 意義 {: て n/T なる 數 値を 有する 長さな り。 语： の數値 は 單位と せ： ハに 定まる i 
は 計 b 方の 定まれる 上の ことな れ。 實は置 の數 値は 計り 方と m 位と にて 定まるな 5 0 
八 じ アルキメデス (Arcledg) 紀元前 三 世紀 シラ キユ ースの 人、 古代に て最苻 名なる 理學漭 。 

八 (H) 「有 理區 域」 の 語は 亦假設 なり。 箸 者は 他の 處に て此 語を 他の 意義に、 卽 Ku r. un 己 itf r n^ 
の和譯 として 用ゐた bo こ、 ! •: 所謂 「有 理區 域」 は 其 意義 之と 異なり。 該當 Q 語 外國に もな 5 が 如し Q 
COIllmenslu'allilitius r rt . ich , (一 § mill 01* 

ある 區 域」 又 不可な し。 

八 (- fc ) T ク ジッドの 比例 論は 誉論 (—if < この-基礎 なり A \ 'べし’“ 內 .S 必 しも 幾 付 
學に 專處 せず。 長さを 以て 抽象的の it の 一純の 表顯 と考 ふること を 得れば な hb 


八 (A 三 一七 頁、 分布の 稠密なる ことは 未だ 連 續に あら 令。 例へ ば 或る 定ま h . たる 自然 數 n 及 - jt : ^ を 
分母と せる 凡て 0 分數— 括して 考ふ るに 其 分布は 稠密な り 。凡て 0 有限 小數 = i o ) 0 分 g 同 
密 なヶ。 

パ ( A 三 一七 頁 1 ナイフに て 切る とは 1) なる 點を 除去せ よ， こい ふこと に 過ぎす 〇ぼ線 の 速 給 言 此處 
にて 破壤 せらる 〇然れ ども D の 右 及 左に 如何なる 點を とる とも、 其 中間には 必點 (〇よ，り外0)あり〇 
D の 直に 右、® に 左の 點 なる f し。 屢益義 は デ > キン ドの 名著、 3 及 無 獲 ( II 」 具 
isteuglsit 5 ir l Irl . ati § u r t E : ell , iS 72 ) に 載す 0 こ ^ ぶ jp ? の 哉 ^ ふり 〇 

八：^ 無 疆の觀 念の 最嚴 正に 霞せられ たるは 赖近 S に 嵐す。 8 としては ソィ ヤス トー フス、 な 
ントル ノイネ 、メ T 、 デ J ン ドを 擧ぐべ し。 祖述には タンネソ 丄 J . f 一— s , (£一 營 r 
&| vl>le ilM 8 SG ) デ ーニ U . Di 乒 

ストルツ (a — z , Af 1 — A — 三—, 讀) ジヨ 〆 タン (a I 
其 他な ほ あるべ し 〇 t 

フィ ヤス トラス ( K . weiit— JS1 5 丨 --0 7 ) の 說は 前 ifr 紀の 六十 年代よ b ベルリン 大學に 於け る講 

^ i bL て m はれる に 過ぎす、 現 時に 於ても 尙 シュワルツ 氏に よりて 同大 學の講 筵に 優 せら S 
つ あ b ヒノ マン 函數論 (p E i ゴ三一 】 \ 【ぎ ミー r : r .§ a ^ ^^^ 

0 詳說 あり。 ワィヤ ストラスの 無理 數の 定義は 最も 直接に 無限小 數を隆 張す 0 び 7、 ち 、 A *> £ 

H にして —,1, …… ，—i :：： ,J …… S ぐ 一 定 の (n に關 係な き) J£ ^ 殷 
A を fe えさる とき、 列 數 も… が 有 理數を 極限と せざる ときは ^ +?+ …… + $ 4. よ 
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の 無理 敷® = TJ を 定むる ものと なす 0 

$ぷ：3 … v : *> 竟に 超過し 得 V き 自然 數は其 數限あ リ、 其 中 最大なる を h と 名 づけ、 a は i を h 
個 だけ 含めり とい ふ。 又 1 I q なる 斡 分數 をと bk j CH を 以て， r ち… s u …が竟 に 超過し 得べき 分 邸り 0 
分數の 中 最大の 者と なし、 a は llq を k 個 含めり とい ふ。 

F Ji r/H T 、 J と 0 相等しとは a 及 a f が 1 及び 凡ての 幹 分數を 同数 だけ 含める を 言 ふ 〇大 
小の 意義 亦同欉 にして 定む V し 〇 の 和は ^ „+< 一にして" -ゲの 積は ? //、 4 なり 。以下 類推 
すべし 0 

カント’ ( p c aluor , AlatllmiLsche Angl — 5 .) は 第 十 章 四に 略述せ る 所謂 基本 珂數を 以て 數の定 
美と せり。 ハイネ (®. - fl g - 】 c , cre r ノ 84) メレ ー (ch ♦ぎぎ 一 y , Nmmi 
S 72 ) 亦 大同小異な り。 

デ、 > キ \卜(上33)ば有理數 0 切斷を以て無理数の寇義となせり〇第九章を湣ょ〇 

此等の 諳說に 於て は いづれ も 有理数を 旣 知の 觀念 となし、 之を 基礎 £ して 無理 數の觀 念を 定む 、其 

方法 開發的 (gsetisch, 11 _isti?ch) な.^ 〇 

ヒ V へ 火 卜 (P Hilbert, Gduhlgcl* Nachrichten, 

(幾何 學 的) に 數の觀 念を 組み立てた 60 卽 先づ數 0 観念の 內容を 旣定 とし、 若干の 相互 獨立せ る 公 
理を 立し 之を 分析して 數の觀 念を ^ 明 せんとす るな り0ヒルべ,卜にょれぱ數とは、比較の & 圯、 
算法 (四 則) の 法則 及連續 の 法則に 從 へる 者な^ N0 但連續 の 法則は デ ♦、キン ドの 法則と 異にして 「ア 
，キメ 、デ ス j の 法則 及 完備の 法則 (Axiom dor vclllmligkeit) ょ b 成る 0 

此 書に 於て は' デ V' キン ドの 連 續の 法則を 採りて •アキ シォ マチックの 方法に 準じ 以て 數 0 觀念を 說明 


錄 


附 


10 


| せり 〇但本 邦の 一靛讀 iff 界の 程度を 顧 t して、 形式的に 論理の 最嚴密 なる を 期せ ざり き。 上記の ^ 

| 書に 於け る繁 J 0 調子 槪 して 全く 量の 觀 < f 離れ、 最插象 60 に Sr し SIQ ,.— を 立 

fi 係 Hi 者 Q _# 明に 一任 T 。 而し H _ Qi 连 ff 字で 着—— ら 補充 

する ことを せす して、 之を 說 明の 不明に 歸 せしめん とする 0 傾向を 有する が 如し。 此 W の 叙 逛よ & 
理上 間然す る 所な しと 雖 、一般 譲 者の 讀書 力を 信用す る こと 多き に 過ぎた f 吾 ふ r i l :? の；; ? n ね 
「新撰 算術」 に 於ても 紙幅 節儉 の爲此 種の 叙述 法を 採りた bo 丨 ▼: 

| 今此書 に於ては先つ ^ の性質を說き、凡ての ||: 0 數値を供給すべしとの耍求を以て、數 (/» 41 葙の髮 
礎と なし 以て 數 の 觀 念の 「心理的」 9. ) 侧 f 霞 せんとせ り。 斯 の 如くに して 無 11 ^ > の 1 
の 威を 起す を 避く るを 庶幾 せんとす、 著者が 微意の 存 する 所な り。 

旣 に量の性質より數の觀念を誘出す、說明の方法は勢「アキシオマチ>ク」ならざるを得す、第八章(ヮき 
{於て 數の原 貝と して 歹擧せ る r の * に 具 {?§ 的の ® 據 6^,0 何 & に (如何なる H, ^c 0 爲 {: ) R の 如き 
原則を 立て、 之を 數の 定義 LJ なせる か 〇他な し、 is の數 値を 供給す .べしとの耍农に齡さん ^> §ふ1 
無理 數の 定_は 天上より 落下せ るに 非ざる こと 明な hso 

數の 原則は 定まれり 。さて 所謂 「アキ シオ マチック」 0 方法に よ b て 数の 觀念を 確定す るには、 次の fs 
行を 要す。 第一、 此 等 0 原則を 論法 0 根據 として、 此 等の 原則に よりて 定めら る、 & 念の 內容 b 分 rri 
する こと。 第二、 斯 Q 如くに して 定矣 る？ る してよ i 本 Q 原則に 養 答 本？ 甚 
査 する こと 是な 〇〇 第 七韋の 論 脈. を對照 す V し〇 

此等 原則よ-り 數の觀 念を 定むる こと、 之を 縷說 すれば、 實質的 に 第一章 乃至 第 七 章の 所説を 反復せ 
ざるべ からす 。今 其 端緒を 略叙せば 次の 如し Q 
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原則に よ b て 〇 は 最小の 數な り。 〇 より 大なる 任意の 一數を と b 之 ^ i と名づ 原 則 {: よりて 
一 +1 なる 數 あり、 原則に よ b て此數 は 〇 よりも 又 1 よ- 〇 も大な bo 此數を 2 と 名づ く。 3 、4 … 
類推すべし 。さて 連 續の 法則は 等分の 可能を 保證す 〇 ( 第 九 章 0 二) を 着よ) 4 + ,、：p- “ なる 如. き 数 
r 唯一 個 あ り、 之を 1 2' と名づ く、 云々。 斯の如 {にして 自然 數及 分數 を定む 〇無理 數の觀 念は 第 九 
章に 詳述せ b.o さて 欺の 如 C にして 定まりた る有理 無理 凡ての 數の 系統が よく 基本の 諸 原則に 適合 
せる を驗證 する こと 容易な り。 驗證は 容易な り。 困難は 斯の 如き 驗證は 何故 1: 必要なる かを 悟る の 
點に あらん 0 

〇無 理數は ilt r* ii imher の譯 語な トノ 。原語の 意義は (著 恶が獨 逸の 某碩學 より 聞ける 所に よれ 
ば) 比 ( ratio ) ならざる、 詳しく 言は v 二つ の 自然 數の 比なら ざる 數と いふに あ. り 〇普 通の 字書 ;: て 
語原を 導ぬ る も苏 同様の 說明に 歸す るが 如し。 さも あるべき ことなり 。「無理 JG 語 或は 妥なら じ。 
今は 姑ら く惯 用に 從ふ 。但 無理 數は 「ムリ 數」 な br 理 無き 數， F : ては 勿論な し or 有理」 亦 同じ 
九 f (三二八 1 )2が8 0 上限にして、而も8に嵐せざる1こき卽ドの最大にはあらざるときは、上 
限の 定義の 第二 條は SV の 1C の 中 ;/ よ b 大 なる 者 限りなく # 在す V きを 示す' しげに も 定義に よ-て S 
0 數 0 中 // より 大なる 漭少 くと も 一個 あり。 今假に S の數 にて ;/ より 大な る ^ 、 卽今考 ふる 所の 場 
合に 於て は ;/ とノ •との 中間に 存 せる 者、 其數限 あり とせば、 此等 の數の 中 一個 最大 0 渚な かる V か 
ら す、 之を g と名づ くるに 2 'は -乂より小なり0是故に努-とノとの間にも亦7:の數一の6 0 是容すべか 
らざる ことな り〇 一 五三 頁を 參 照せ よ。 

上限下限 £: )3二|1§ ^ 3 0コよ_)の觀念はワィヤストラスに始まる0パッシュ(上山3)は(7^ 

代 ふるに Schmnke の 語を 以てす 〇未だ 適切なる 譯語を 得 す〇 要するに ワィヤ ストラス 0 所謂 上下 
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龍 、 a @ o f る 軍に 其 第一— のみを 充實 せる 數又往 i 下限と 

f^T ちけ 1 こと 肝 f 1 4 大最す I 別は 次の 例に i て% F^ L 择 

f るへ し 先つ 一 G 定まれ—— へょ. 此 S 內 、 影 ！^ 

以 純 の、 バ 於て"、 f I 組成せ Is く 正 Iff きは、 s - 

f を以！ に f る整數 G - ?| と し，， ！ 小の 數 

般 に分们 稠密なら 41 の f す— 知る。 一 

i 。 頁 第 四 行に 於て— に 限り ぁ む nr ! すへ きこと！ し。— に 

#_ s “ v ; p , ㈣ : M “： iil ’！ f 」 

J に、 r は 甲に ■する を 得 t 然ら？ は 乙に 学る か。？ 否， 〆 “ s { の 上限 U 」 rl u 1^ 

凡 一の sf If る 力 f f f 有讓 r は 雲— 轉 J、YV '! が 如き ^ 數 
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r の 存在せ ざるは r の 〆 より 大な るを 得ざる なり 0 

(三 四〇 頁) J . 2 を 採る こと 此證 明に 絕對的 必須なる には 非ず 〇 / < f 任意に 二つの 正數の 和と なし 
S ぶと 置き" 唯 ^ を してノよ5小ならしむ0さて、+ク〉へ,〉、なる如き有理數“は中 
に M し、 又 >^ >/>>AI . r なる 如き 有理數 心は 乙に 處 し、 而 して mn , l ‘： v へ 了/、 な hb らに 
代 ふるに ミ 2 を 以てする は 言語 短縮の 爲なる に 過ぎす 0 ]& 補の 論法に 慣れざる 譲 蒋の爲 に、 特に 之 

九は三四八员。3,1_41;1!12 が 或 數を 表せ b とい ふに 當り 、「… … 1 を 以て 略 ^ せる 訴係欧 は 

れる數 なる V きを 要する こと 勿論な ^ >0 

九 (+ (± 比例式よ りして 數の 四則箅 法を 定む る徑 行に つきて は 例へ ( r ゥ H ! バ ー 氏 代 數學 一 0 卷？ 

論 ( H , weller, r =- Hlh dm* > ^1 

十 X 三 A 一 一 頁。 十 7 T i よ b 成れる •の 集積 點 0 例はデーニ上33)よ，9採れり〇】+一【よ 

、 、 'ミ u 

集積 點に あらざる ことを 證せ よ。 又 〇 及 1 2 、1 ざ …の外 に m ls ls なきを 避せ io S の^: 

數 a 圖に 表は せ、 集積 點の 意義 明白に 理會 せらる v し 0 

十に 間隙を 順次 十分す る 代に 二分す る も 亦 可な bo しかす ると きは r は 2 を 基 ©: とせる ® ST 1 よ 
りて 與 へらる 〇此 論法に よりて 或數の 存在を 證明 する こと、 蓋し ワィヤ ストラスに 始まる 0 
十 ( E 3) カント ル、 メレ ーの 無理 數論 、上文を 參 照せ よ〇 無理 數の 定義を 最卑 近なる 方法に よ 5 て與へ 
んと 欲せば、 之を 無限小 數 によ b . て 定めら る、 ものと なす， へし 〇無限 小數 は實に カント ルの 基本 列 
數の 特例な bo か/、 して 無理 數 0 意義を 定む ると きは 其 大小の 意義は 九 ^) に 於け るが 如くに して 定 
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むべ し、 然れ ども 四 則の 算法の 說明 は複雜 となる ◦九 六 九を 參照 せょ 0 

十 ( S 連續的 算法、 實は 速 續的 函數な 50 され ども 此書に 於て 函數の 語を 用 & るの 必要な きに ょ b 
故ら に 之を 避け セり。 ffi こ、 に 算法と いへ る 語は 之を 最廣義 に 解釋 すべし。 

(四〇 三 頁) f •か必 しも 有理數 の 範圍內 に 於て 連 _ 的なる を 要せず。 一般に 分布 糊 密— 數の範 ® 內 
(例へ ば 有限 小數の 範圍內 ) {: 於て 連 續的な ると きは、 f を 轔 張して 數の全 範圍に 於て 連 續的な る算 
法と なすこと を 得 0 • 

「有 理數の 範圍內 に 於て 連 績的な bj とい ふ 語の 意義は 說 明を 須ひ、 T して 明白な らん 0 
十 (S の 定理は 有名な り〇例 へば SC1 C: 11 fii J Bericht 1: 1 ぎ 

十 ": 冪の 定義の 擴 張、 其 ai 續的 なること 等を 說くに 十 (2) (A) を 用ゐ ると きは、 大に 計算を 節約す る 
ことを 得。 例へ ば 此章に 於て r 二項定理」 ^ 用ゐ t 十 (s)( ^)( に說 きたる 定理は 稍‘ 祓雜な れど も、 
事實は頗る明透にして、證明も亦甚だ困難ならず〇篇及對數につきて十 (3£) -) 0定理の證明を反復す 
る こと 良好なる 練習なる V し 0 

十 1 (-) 四！ 五 頁。 此處に は 正數 0 平方根の 中负な る ものを 採らす 〇 U 次の 幕 根 0 数 r 個なる こと 
はこ、 に 說く 所と 傾向 全く 異なる 事實 なり。 

十一 & 幕の 一般の 定義は ァー ベル ( Abel ) コーシ ー ( Cauchy ) のな せる 如く/ 3 ^ 

及/の 連續 的なる こと/ o T - ケ /(l)l v o を 基礎と して 定め 得 ベ し/ S H 匕 
\ J / 

十 f ⑽ ネビ！ ル ( Johll : Nupier / l 5 §丨517) スコットランドの 八〇 「ロガリ スム 」 の 語を 0J ひ 0 : 1 !: へ * 
千 六 百 十四 年を 以て 世に出で た bo ネビ ー ルに 先つ こ， と 數年瑞 西の 人ョ！ スト、 ビュルギ (Jii. ま 
1 55211632 ) 旣に 凿數を 發 見せる も、 秘 L て® に 示さ t ' 〇 創見の 桂冠を 失 ふ 0 
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ブリグ ス (Henry 1 3 ril) ネビー ルの 友、 其對數 表は 千 六 百 十七 年 及 同 二十 四 年 印行 せらる。 

〇 一つの 有 理數と 一つの 無理 數 との 和、 差、 穑 、商は 無理 數なり 〇 a が 無理数に して：， が 有 理數な る 
ときは 、 — f 卜， 、/ + ?•, rp は衋 く II 理數な b 。 a 共に 無理 數 なるとき は a i - f :- ^ v / ' - 9 

P . 

は 必 しも 無理 數なら す 0 

"が 有理數 にして， 而も 或有理 數の n 次の ^ に 等しから す ば ks ii 無理數 な bo f 、 は 卽ち所 1 S 不 
盡篇 根な hb 荇 干の 有理數 の 間に 四 則 及び 開 法を 施 こして 作 b 恃 ベ き數 、例へ ば 
一十 r p ( v ct 十 < tc ) " ， x dt v 、 lc . の如き數を現今の數學にて「根数」一【 £- 5* 111 ~ \\,ミ/ 1 兮 1 、 
と 言 ふ-〕 

往昔は 斯の 如き 數を 代數 的の 數と いへ り〇 現 時 {': ありて は 代 數的の 数と いふ 語は I 曆廣— m 義を有 
し、 根數は 其 特例と なれり 〇 ( 上文 參 照) 

不盡舔 极を八 C める 根 数は 無理数な り ◦然れ ども 無理数 必 しも 凡て 根 數なら す〇 例へ ば！.」 〇一 との 中 
間に H , j ず なる 如き 數唯 一個 あり。 ] 5 fc 数は 無理 數な り。 然れ ども 枨數 に あらず。 
e 、 U は 無理 數なれ ども 根數 には あらす。 「代數 的の 數」 に て もな し。 此稲 0 事 實は高 等 數學 Q 阁內 
に M せり。 唯 無理 數と 根數 との浪 同すべからざる を 忘る ベから す。 
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學 用語 對譯 


相 素 ^ り slatively l. i. 

因数 ( 因子 ) factor. 

エラトスーグネス 0 篩 2. 雪〇， 15|811| 〇ミエ 1>1 〇 § 

數 リ — 有理！ I 一一 f 有限 小 i— f I 
w” .y ! § f 一 — 一 」 ip 幹 分 —* f f 
旣 約分 — lil— fir* 三 f Jo— Is •奇 i— 

on ?, n pun ン — 1 〇 z. 合成 — compof i 】 •，屋 an 1 i,f z. 惠 —— -■{ 
_ 序 | 0 口巨二 1 . 小 — 二 — ui 二 v—iol こぎ ilu{f 循環 ト ー 11 =* パ ( 一 」 •• rl 

s r 51 - r _wll Q n r /i-T\ • 


一 ll d. odiquelsrio Er sc r r D_ 正 — 11 Kf r 
If c il primi, 分 if—ion, Bnlc r 

下限 unti Gre— 丁 slrauk 0 ). 

加法 addition. 

間隙】 三 2 .va r- • 

基數 ( 幕 0 、對數 0 、 )1—. 

基本 列數 5 目 一 i§ r 】 i.ho. 

記數法 iiot {一 tioii (of a 一一 .) ー ニ lmorat-iol: o' rito_ 


負 — 一 — 一 hs =• 無限小！ inriuif .0 d. r. 
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近似値 approxiimitive va! 一一 * ！ N EL lerungswer r 
極限 一 huit, Grenze. 

a 合は せの 法則 — ociative law, a. GesetN, 

係数 iilicicnt. 

減法 subtraction. 

衍 §kr,stelle. 

公 倍 數ハ最 小 1 ) common mu E PIO, r l 二 t ; goua 二 usalli Vii 二 iacllcs, k r is r H 1 1 

公約 數 ( 最大 1 ) smmon divii. 》 greatst ! , p 二 F Toiler, gl.dssuT 

公約 數なき 量 tc r rfnle zuhioM. 

公約な、さ口 ^ 一一 5011 nlleu a: :uriu>l e nuaii titles. 

交換の 法則 commutative r w, C C 1F GeT s z. 

算法 0 peration 順の — direct — 逆の — E' vcrs-— ilMlirst 1 合 €> ! Tli 5 in 離の ! -r SLS. 
算法の 形式 上 不易 一 ^ 3§1§Z ds ibnllals ( r _setze. 

最大、 1 小 nmximuui, 一一 Ihsmlul. 

四 則 vier Bpecies. 

指數 exl〕onenr inaex. 

振 福 ychwankllng. 

週期 PI . , 
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數字 %nre, digit, ziffer. 

乘 法、 丨數 、被 — 數、 iltiplueatiolr, -er, ,11( 一 . 

除法、 丨數 ( 法 ) 被 — 數 ( 實 ) £t vrsi— I • ，と §d. 

十進法 cleci m al sys cl- em • 

上限 obi Gr_e (—sclslnke). 

循進 的、 (循環 的 ) recursive. 

切 斷 8 chuitt. 

相 合式 c§gs§a\ 

單位 unit, ™ g , Einhe F 
軍 調 moton, 

對數 logarithm 自然 — natural 1 常用 1 1 mou — r g,vu 一 Kaire, gmn< =* 15 
抽象の 量 abstract quautitw 
轉恨 inver 810 n, ulnkehnlng. 

展開 development, expansion ,l s J t\vlckdung. 

程度まで ( 0\ の 一 ) a 5 P 3- S . 

倍數 multiple, Viclfadm 

倍 . P YeTvidf B tigllng, §lltillrlcatioil • 
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比 ratio, rapport, verh Ei tii is. 比 列 一 §一§.ご 目， 

標準 形式 normal f on? 

分配の 法則 & * ?. b s- ive law, dis. Gesetz. 

部分的 分數 p^ p* 」^ s- o* ss,partialbri o- lu\ 

穷母 denominator, ^ 2 ser —子 nllnierat c r, N o.u r r. 

符 t ( iE 負 ) sign, vorzeichen, — の 法則 3 】o of t r r 身 HP. 

不定方程式 indot§ninatL 二 Hluati§, unkl 

3 C 4 powel., puissuiice, 1 c tonz. I 很 (radical ) roornlc 二 K: p:uinzwur?L 
法、 ( 栢 合式の ) modulus. 

命數法 numeration, 132121 n ung 

約數 divisor, 811 bmultiple, Teilor. 眞 0 1 -UT 二 KT r* 2. ^ lluiolua* T. 叚の 一 i 三 pro -? 一 • < 
i complementary d. 

ユ ー グリ ットの 法式 Eukii<iisches > 1 gori t Er n uz 

量 quantity, Gr c.: —. 具體 的の I concrete I 抽象的 0 i uhstmct 丨 
連績 continuity, Bt a igkeit 卜的 con timum J® 

列數 series, Edhe ' zahleriihe) 無限 丨 infinik 二 こ unendliche Kcih .- 
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第一章 整數 

自然數 の觀念 ® 甜 V*) 差 ® 積 ® 商® 零 @ ¥ 
® 除法 0 擴 張 ® 十進法 ® 十進法 1: 於け 5 
四 則の 演 菜® 数の 整除 

.第二 章 整數の 性質 

最大公約数® 相對 的襄數 ® 二 個 以上 〇 數 

の 最大公約数、 51 ; 弛 

一章 分 數 

豫備 ® 分数 0 觀念 ® 分數 Q 和 及 差 0 分数 

0 積 及 商 ® 二 三の m 要なる 定論 : 1r . (他 

第 四 章 冪 根 

¥ 及鞣 根® 不盡竊 根® 開 法の it 棼 

第五 章 無理 數 

老 理數の 定義 ® 同相 等 及 大小 (2) 同 四 ^ 算 
法 0 同定 遜の 擴 張 ® 同 第二の 定莪其 他 

.第 六 章 量 及 其 測定 

)1 の ^ i ® t ^ & l * る 事 © 比® 直線の ^ さ 
0 平面 多角形の 面積 ® 多面！！ の 容積 其 m 

結 論 

最後の 囘 顧 ® 頁数 ® 虛數 


楠 
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代 
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學 
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ホ Is 
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焱碰製 正價四 拾鑀郵 f 邊 
▲特製 正價五 揞五錢 郵税 袷 錢 

序論 代数 學の 原則 ® 1 C 數 ® 代 馼的の 
大小 不等式 (*> 虛數 0 虛數の 幾 河 ^ 的 表示 

有 理函數 i 元董懸 同_ 二項定 

理 0 除法 ® 剩餘の 定理® 整除 (5) 最大 公約 
© 有 理函數 0 一元整函數の展開 .11: ハ他 

方程式の 根 程、 m f 蹩 函數 0 連繽 
性 ® 根の ^ 在 ® 揷入法 及 分割 ^ 函數 〇 有 
理 分解 分解 可能 及 不能 0 旣約方 根 式 0 
が ゃ K の 定理 0 分解能 否の 決定 其 他 

多元 整函數 多元繫 函數 Q 形式 及 其 
相 等 (*-■ 同 次 函数 一般 多元 整 函數の 項の 數 
0 多元 整 函數の 分解® 同一 展酿 

fi 稱式論 JV ラの Is 換 ¢5) 對稱式 ④镭 和 
0 基本〇定理の證明 0 同第二り說明其他 
デ、 JI / ミ ナン 定莪性 莨- 4 C 他 六 節) 

二次 形式論 代 數形式 、 

形式 其 他 五節) 

三次 及 四 次 方程式の 解法 

式の 代數的 解法 外 十 一 節) 


(一次！ 


(方 程 


▲避 M 正 ® ® 拾 ® 郵 t A ll 
A 特製 正偎五 拾五錢 S 拾 S 

一 第一章 緖論 

:空 間の 性質 0 延線 法 0 H g 法® 幾 M ^ (x 
I 鈍 然 r : る廷繹 的 科® ^ 辂對的 確 Kie 幾 河 
一 $ 11 主 觀的 1: 硏究せ ら - Q 外 四 

I 第二 章ユ —ク リッ ド 幾何 M 本 

に 於け る 最初の 三 編 

第 一 f 幾何 取 本 第一 編 命題 
第一よ b 第 四十 八 迄 

j 第二 編 ユ—ク リッド 幾 一一: 原 
i 本 第二 編 命題 一よ b 十四 
第三 編ユ —クジ t 卜 幾何 ® 

本 第三 編 定義® 命題 I よ 
ill 十七 

r 三 章 非 ユーク リッ ド 幾何 學 

弈ュ } ク V ッド 幾何 ^ ® 公理 ^ 十二 0 公 
理第十 二 i 半 行 線 U 關す ろ m 命 の 明 
係@命 15 蕺二十七は命題第十六§|な 
リ 0 平 lr 線 11 : 一 |: 6 ら f L て 較限リ なく 
多 >や1 知 3 ベ から 十 ® 之れ ^ 決定 マろ 
it 命 M 第二 十九® 外 七十 七 
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藤 解析 幾何 學 


▲速 製 正 價四拾 錢郵稅 A II 
▲特製 正價五 拾五錢 郵税 拾錢 

第一 先 早 Is 平行 坚锆 —二黠 間の 跋 
離丨 二黠 間を 定比 1: 分つ 點— 三角 彤の 
1 積 外 3. 節 

第二 章 軌跡 方 程 § 軌跡 丨軌蹄 
の 方程忒 

第一 二 章 直線 直線 0 方程式— 乎 行 
直線 丨二 定點を 通す る 直線の •方程式— 
哉片を 興へ t : る 商 線の 方程式— 方向 餘 
弦と 坐 直 距離— 二 直線 0 交 點の坐 通 1 
二 直 見 0 交 點を 通す S 直線の 方程式 外 
六 節 

第 四 章 圓圆の 方 S 一一 節‘ の 

切線の 方程式— 圆の 法線の 方程式！ 二 

圆 の 交黠の 玺標丄 i の 交 點 ^ 通す る 

圆 の 方程式 丨圆の 極 方程式 外 一節 

第五 章 坐標の 變換五 節 

第 六章楕 圓と雙 曲線 格 y の 方 

程 式 外 十四 節 

第 七 章 抛物線 抛物線の 方— 丹 
六 節 

第 八 章 二次 曲線 二次 曲線の 種 
類^-有心 曲線— 無心 曲線 等 


新撰 三角 



A 並製 正價四 拾錢郵 稅人錢 
•▲特製 正價五 拾五錢 郵税 拾 錢 

第一章 緖論 
第二 章圆 函數 
第三 章圓 函数の 諸 公式 
第 四章定 角の 11 函數値 
第五 章雜問 題 
第 六 章 平面 三角形 
第 七 章 球面 三角形 
第 八 章 反 圆函數 
第 九 章 角の 弧度と 圓函數 
第 十 章 ドウ モア ブルの 空 定理 
: 及 3 t 應用 

第 十一 章 圓函數 と 指 數函數 との 

關係 

第 十二 章 因子 ^ ^ ^ 卩 
第 ^ 章 圆函數 級 數の和 
節 Is 章 廣義 に 於け る Bil 凾數 
第 十五 章 1 曲線 函数 
第十六章圆函數の無限禎形式 
第 十 - t : 章 圓函數 の 微分法 
附 公式 表 


_微分 積分 學 


▲並製 正 潰 四 拾 錢郢税 八 ^ 
A 特製 正 1 iu 五 拾 五 錢郢稅 拾 ^ 

第 一 編 微分 學 
第一章 微分 學總論 
第二 章 微分 係數 
第三 章函數 の 微分法 
第 四 章 基礎 函數 0 微分法 
第五 章 # 次 微分 係數 
第 六 章 偏微分 係數 
第 七 章 ^ 次 偏微分 係數 
第 八 章 函數 0 區 開 
第 九 章 不定 形式の 極限値 
第 十 章 極數の 極大 極小 
第二 編 沿 分學 
第 : t : 章 不定 M 分 

第 十！ 一章 定极分 
第 十 2 : 早 曲線の li さ 

第 S 章 而嵇 
第 十五 章體钺 
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, || 商業 數學 


洋裝 大判 旅 SI 
正惯五 拾五鉸 
郵我 八錢 

特製 本 洋布上 綴 正價 七拾錢 郵 我拾錢 

第一 II 純正 數學 緖論〇槪念〇貨幣〇拟益〇破 

檢箕 法— 加法— 诚 法— 乘法 A 
除法 〇百 SCJ 〒加法： I 1 ! ! v 0 1 l J o ^ l ^g 銀 
及诚 法— 乗法— 除法‘ 開平 方；：：； UIO 外 雲 替〇 
|開立方〇重級©!1|^ :〇 ^期0|法〇| 
千 等比 8 丄 一項 法 01 ri ^ f r ^ ^ 法' ; S 高 〇 


丨理 論對數 —常出 對 •數丨 得 數 
の 蜻密 0 度 o li からし si 加 
法 及び 乘法 1 一般の 定理 

第二 編 商業 數學 


交 M 計算 〇會社 及び 會 社決莛 
〇年金 算丨確 定年 金1 生命 年 
余 〇保險 i 海上 保險— 共同 海 
m - i 單獨 海 m 〇火災 保 險〇生 
命 保 險 
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g I 窣饺 1 衡 7 i 硿單位 

第二 草 數字的 定数 及 公式 

第二 編 直線 上 ® 運動 及 力 

『 直線 上の 運動 

第二 幸 力及銜 突 

第三 窣钍漆 、エネ 心ギ パ ジ —— 


中判 洋布上 綴 
正 M 九拾錢 
郵税 拾 狡 

莨 


第一 草 
第二 草 

第 11 5: 

第 四 窣 
第五 草 
第 六 笨 


第三 編 


.五 七 
•八 四 
三 五 


平面 上の 力 

1* 0 ^ 行 四邊形 横 辟 及 一平 SI 1: 働く 諸 力… 一 br ; 

• : 二 六 卧 

三 〇 玉 

三 三 四 

三 六 ;; 

四 0 三 


普通 敎育 0 發達 1: 伴. ひ 商業算術 1: 闕マる 著 ^ 亦 少から す、 され ど 
馮 多く U 唯 單 1: 計算 應 川 |: 外 VJ : ら T して、 其 理論の 湧出 マる 本源 
4* 討究せ S もの 絕無 と稱す i も 可な り、 故 i : 苟も 商 m l : 從苹 L 1 
玀 •し硏 究 X と 思ふ士 に 向て 能く 大要な 了解せ しむる の 暴： 無き 
t 商 1 0 1 步上深 く , f T ベ t 、とならすや著 ^ # {: 遐ふる所めり| 

vmr . ■二 i > > : : 


1 心 

仕事 及 H 4 ル^ - — 

® M 

0 ^ 

定加速 度を 交く* ろ 述動 —彈道 

工業の 51 步 II 其 1C 地な 0 濟的 |: 我 達 vr む 5 $ : あり* 吾 國エ 業の 
遠く歐米 1: 及 ^ ざろ所以のもの 11 主-^1て 1 地ェ業 1^ 0 學理こ精 
通せざ 5 |: 因ろ*榇 [: -]1; 基礎たス '. へさ應 /]3 数琛の智_ |: 缺如せろ 
を 以て、 其 端緒を 得 w {: 苦み 遂 U 堞理を 難解の， ものと L て 古 然岛 
失 ti : ス •もの 小 ノ L と yf 奢 ^ ^ i : s ^ リて遂 • ! : 本 ^ ^ 一# I r 


も セ 1 i# +-) si u 短を リ t 遂に 本进； ： ^f ^ : it -r o 忙 lt „ 


、 - Jr * 綱要 ^ S 殺 L --C 大成 * CC られ t : 

1: 於げ る 無二 〇 好荽考 畓 |: 1て 商業 ® 術の， 指針 穴 
て 又 似 U 何 1: かめ 5 


— ： . ■ ( BS 5^ / II 、： to , A ^ t l 

IKU 本密 3 商 震® | ii :' 又 導 常 中學 j 馨學 绞人學 1 產生 0 物^^^^ 旁 練 と し 
，の 本番 ^ 指 | て最 ，.逢 切なる 25な採れりノ？擧者が高尙 ^: る£究 5; ネ 0 陪 
一梯 U 實 1: 束 § の 特質 1: ぁリ 
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大判 洋裝 
並 綴 紙數 
ニニ 〇頁 


△正 價金 四拾錢 郵税 六錢 


第一 編整數 及び 小數 第五 編 比 及び 比例 

攀整数 四 則 0 温習 ❾小數 四 則 ©比©比例0單比例_铤比例 

第二 編 諸等數 ，第 六 編, の 問題 解 

® 諸 等數の 醏論 •来 法❶諸 等) ,£ ご- ■ C < 
數化 法® 同 fin 法® 同 減法® 乘ヘ ©連 鐙 法® Jt 例 SB 分® 混合 法 

法— is — 衡及蕃 一 第 七 編步 合算— 

第三 編 整數の 性質 5 ® 歩合の 計 第® 摄益 及び 手數 
® 約 數及ぴ 倍数 ❺素敬 及び 非 ハ 料@租税 « 保雀@利 *4 说哪公 
素數鑤 最大 公 m 數 ® 最小 公 倍 一 愤及び 株券© 手 彩 及 ひ © 5 

—m 一 第 A 編 開方 
第 四 編分數 /❹冪 及び 根® 開平 法® 翌法 
瘳分數 の 緒論 ® 同化 法® 同 加 付綠 
JI 1I 111 法 Fill 外 1S 

本锒 特色の 一端な 擧ぐれ ば* 商事 要項の 科 B と 連絡の 注意せ ら. n . 
た ると、 僅に 二百 頁の 册子 1: 能く at - 大綱を 漏 if 簡 !: ，」 て 要 ^ 
得 7: 5と、敎師 |: 説明の餘奴を興へんが爲.め其說明6眾 |: 算術敎 
授の主 腦 7 : 石 事 瑣 { : ih めれ ると • !: あり、 ifi i l t E I : 本 迸の ^ る 所 

は •啻 !: 商 # 舉权州 |: 1 1 るの みなら 敢師の 述用 如何 じ よ リ 

电裂 皎 师 1聲狡肜として*亦絕好の新枚科窬た 5 べ合 1- ゎリ 
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全 二 1111 
丨洋裝 中判 

厶 上卷箅 術 及 代 數 △ 下卷 幾何 學 
△ 正價 一册金 參拾八 錢郵稅 一册 六錢宛 

從來 我國に 行は る、 數學敎 科 丧 夥多 ぁ 雖大槪 ， 
ね 中 學敎 育の ものに 止ま b. 其 程度 茜 ^ 近な^, 其 中 
學程度 以上の ものに 至りて は 其 類 非 f; (: 少なく 
偶々 是ぁる も R 1 學科に 限らる、 か 或は 問題の 機 
槭的 解法に 止まる もの •とす 本書は 此缺を 補は んが 
爲めに 編述せ られ 重きを 理論に S きたる を 以て 
普通 敎科書 に 洩らされた る 稍 高尙な る 理論は 細大 
洩す 所な く 加 之應用 問題 !': 詳細なる 解法を 與へ理 
論及 應用相 待つ て 完全を 期せし む 卽上卷 にぁ b て 
は 算術の 主眼た る 四 則應用 問題を 特稀 0 順序に 配 
列し 凡ての fm 類を 網羅して 殘 マ 所^ く 代 數學に 於 
ては、 其 主要なる 代数式の 31 算ょす 筆を 起して 代 
數方程 式の 起源 及 解法の 原理を 詳述して i なし 
本書は 典 形式に 於て 一小册 たるを 免 かれざる も 巾 
舉牟業 以上の 學生及 文部 t 檢定受 驗者の 一 讀を m 
すべから ざる 良書な b とす 
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^ ノコ メ WT 1， ： ノ > > : 

•• • „ . • . . ; :• - . . •••'■• •••••■• . ••- •- •: 

數擧 題眛 の # 世間 其 類 1: 芝 L からす、 然れど も 其 多く It 转 算術 0 
み |: 止まリ、代數幾何等 :|:- ; 至る迄悉く網羅 :-.1 ゎ石もの之ぁらす、 
加 ふ s r . a 類 M の 撰擇贫 し ^ ^ 得 T K 用に 適 - T 石 も 0 甚 ./; 少し、 

. 此播は 散 間 :^ y 觸れ れ る §5 集の 後と 異り、 .紐 0 を 火 I : し - c -fff 、 代 
m 幾何 !:': 至る 主い 持- z . 4» 聚 m したる 〇 みなら - t . ' i 集】 萬 ^ 贸用 
I : 逋マネ iQ 、 み ^ 犓び r 且受 驗潘 〇 姐 v lt り" f 私立 各學 校の 
實地試驗間題は皆之 ^- 集めたれば、火小學校 0 敎科 ^ は为論、荀 
i 撖學 |-: 志ぁる潘 |: は缺くべから1る真香宄リ？ 

• : 一一： .. . . 1 1 1 •[fl^L^irLfrL((y)li(( f fJr?\rc r ((f I : - ■ *—1 " ■ 

理學士 林 鎢：一 君 著： x( 文部省 檢 定濟) .： .、 力 

中判 全 一冊 


I 三角法 教科書 


洋 布： 上 綴 - ' 

▲正 價金四 拾 韻 I 郵稞掘 錢 1 

木 # US v るが 如く 初等 乎 II 三， 兔法か 述ぶる 1 の なれ lr 决して 髙 

等な ^ 命題 叉 U. 散 間を 含ます 說明 tt: 卒 易簡單 なろ こと ^ 旨と し 極 

:>6 - c :: M 谧裰雜 ザ石、 、上冬迆 け ?: y 問 ■■' s の 數 は沙 力 令 1-: 適ぐ る ^ 嫌 

わりと 雖も 中學 課 程の 適度なる こと 1: 注 怠 ゼリ殊 1: 簡易な ろ 測量 

の 實習 U 之れ か 忽 じ す‘ ベから -? •. るが 故 U 其 初 步 も 解述 せリ 
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洋裝釉 珍 
正價二 十 錢 
郵税 四錢 

此遨 li lfri 名の 如 <、 第姗吹 要旨ん •靴 答體 r . 記述 V しもの な 
■^: 去れば_1 0 敗 問 起らん* 豪 ル 解 :. - T ベ ‘ LV II 1.- ち.. 
記 跪すべき 第 法 IX :-- 匆錄總 -C 省 要なる 事 ： W 11 悉く 之な 領羅 
rl i ^ 細 lr 答案‘ 下 L ' t : 各 i の セり 锴末 r. II 各 學校 1 : 土け' 
.る 試驗問 盥 な 报げ之 1: 解 凝 ^ 付せ り 一 



狐 一新 撰代數 問答 


洋裝釉 珍 
正 1 十 錢 
郵稅四 錢 P 

竹 貫 先生 代数 問答を 著す 淥生諸 及 11 之 1: 依て 以て 敎室 U 
おげ る 筆記の 缺を -fill ふか 得 . ベ. ぐ 又不瀋 の 嚀ゎ 〇 每 に 本选 
を 繙けば 詳細 ^ 5- 答案を 得 隨て :]1: 疑 ii tl 直 1. 氷解す ベ L 
卷末 に 參考 とし - -C 諸 , tr 立 學校の 試 驗間 題 り 解 遜 ^ 付 - c£ り 


M 新撰 幾何 問答 


洋裝釉 珍：. 
正價一 1 十錢 
郵 稅四錢 

本 # It 主. として. 著 ^ が 曾て 線 羞^ ®. 坪 W 幾 例 舉敎科 f し 
越 4 一形 ごと U -- Jl: i す 名所 0 邊キ嘴 餡 1 以て 之じ鞔 明 
せり ll « i ち阴赞 箝氏に祖，つて 11 昶求超__の嚴 1~ 就て邦定 
理 4> 探 討し 得 V L 尙卷宋 I l it 三十！： 年 以後 •」 於け ろ备校 
の 幾何 問題を 蒐錄 L て 悉く 詳解 4 加へ ?: y 
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の、 薄めに 編述せ '1; も 0. :に^>て>::原書は：スミス：氏 
〇 算術 敎科 書に. 取り、 傍 ^ 有益なる 諸問題を 蒐輯 
し V 队 て鉱論 ; : V M': 用の 雨 雄 免 得. せ : ■ 1> 必 :^ と 期し、 
編 中 載す る 所の： 理論 若く は 各種の 例題は、 勉めて 
「選 擇に 注意し 特に 官私立 諸學 校 0 試驗 問題 0 洳 1 
#' ^::* 見 歡 #c して fe らす ことな ^: 、 ■■■.:. 故に" ,， 度 本 : « を 
:繙 f とぎは、 數理 を究办 得る： の 傍 ふ 應用 術に -m :^ 
始め 一て實用の數學家となもを得：べ :1> 『殊に本 * 漱 
夙に 數舉^ 以て 名 ある ) 1, 天 求 合 社 出身 諸氏の 手 ^ 
社長 松 見 氏の 校 閱を經 たる 者な b? 
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題して 算術 手引 草と 言 ふ， 則ち 中學 程度に 據 5 算 
術の 算法と 應用 とを 以て 初學 者に 爾ふれ K0 師 枝 た 
るを 期す、 去れ ど f 算術 上 S 法 て .gw 
す？ なく 應用の 道は 說 て 悉 さ；、 るな し 且嚷說 
明 や 所謂 言文一致 體を以 てし、 叮嚀 懇^^ 世 IRS 
在 來の 獨修 書の 如く. 隔靴搔 痒の 慽み なし 宴 1 近 
來 33 色の 算術 M 修 書-^ 謂 ふ も敢て 誣言に あら , $ る. 
:ぬ⑸ 是れ 數學 家 © 寶诊ね e: : :-, :-..- '.:: . ::: 
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事項を以で掌蓋し數理のみを練修す；る：飞 : 0 ^ 發 « . 
跡ょ 可 化し t 雜レ奇 H の 學生た な. 裁、 其 修セ 
V も #:； 爵 ^ ^ :^ % ^ 箸者玆に慨 %. セ算術,摩 ^ の 
傍ら 一方に： 地理 歷史 兵事 敎育 理科 實業 0 智識を 修： 
得せん ことを 期す 華 渚 願く ば 本書に 依て 一 擧兩得 
Q 實を 得られん ことを 
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本 講義 錄 tr 三十 七 年度ょり 專 ら中學 々生の 參考 « た らしめ、 惊ら師 筱 
學 .生 0 好 伴侶と なう、 自修 者 {: は 唯一の 指南車た るべ く、 年 易なる 言 文 
1 致體を以て代數學は二年、三年、四年、補帑の四欄 1 : 、幾何學は三年、 
四年、五年"補習の四 | 1 に、，算術と三角は之を合して、一年、二年、五 
年、 補習の 四 欄に 分ち あれば、 各學年 何れ 0 學生 {: も 適用され 得べ く、 



三 科 共 每月 一 ! E1 二 卜 八 日嫒 行 
洋裝 大判 紙數 每號八 卜 頁 
第 一 號 五月 二 十 A rn t 行 


1 谷 M 典 一册金 拾 錢宛 
三 ヶ月 分 金 C 拾 九 錢宛 
六 ヶ月 分 金 五 拾 七錢宛 
ーケ 年分 金® 1 M 拾 錢宛 
▲外 {: 郵税 - f 5 冊 壹錢宛 
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各 號に揭 げたる 問題は 次號に 於て 之が 詳解を 與へ 、以て IR 者 0 •使に 供し、 
懸貧課 題の 答案 優等 者には 賞品を 與へ 、質問 應答襴 は 名 S 如く 疑圖の 水 
解 所た るべ く、 猶卷 末には 硏究脅 料の i ii を 附 し、 知名 數學 家 0 腦 中よ 
b 出で f : る嶄 新なる 論文を 揭げて 敎材を 統合し、 又 篤志家の ; 1 見を も紹 
介して、 毫も 遺 铖な からん ことを 期す。 
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